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这名学生展示，他首先通
过一则采访视频截取了记
者拨打周鸿祎手机时的拨
号音，然后用软件将拨号
音转换成频谱图，再通过
软件放大其中拨号音的部
分，获取到了手机号码。 
    而此事得到了周鸿祎的

证实，他在自己的微博里
感慨地说“这位同学确实
能干”。 
    创新工场董事长李开复

也通过微博喊话：“这位
同学，来创新工场吧！你
学的是信号处理，不知是
否读过我的论文？我有合
适项目供你考虑。” 



 离散傅里叶变换 

 FFT的应用—检测周期 

 快速FFT算法 
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 复平面与复数表示 

z x iy  imaginary unit  1

Im(z)  

Re(z)  
  

y  

-y  

z = x+iy  

z = x-iy  

x
  

r  

complex conjugate 

cos sinie i   

iz re 

根据欧拉定理： ?? 

,r z arctan( / )y x 其中 

极坐标形式 

2 2z zz x y  复数的模： ,     iz re 
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 复数的算术运算 

1 2( )

1 2 1 2

i
z z rr e

 
 

1 2( )

1 2 1 2( )
i

z z r r e
 



1 2 1 2 2 1 1 21
2 2 2 2

2
2 2 2 2

x x y y x y x yz
i

z x y x y

 
 

 

两个复数的+,-,x,/运算需
要2到11次实数运算 

一个复数乘以 i，等价于将其
在复平面上逆时针旋转/2 

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )z z x x y y i x y x y    

iz re 极坐标形式 

Im(z)  

Re(z)  
  

iz re 
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离散周期函数的三角函数逼近 

傅里叶变换矩阵 

DFT的性质与演示 
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离散周期函数的三角函数逼近 

 三角函数适合于逼近有周期性的函数 

 离散周期函数(序列)的三角函数逼近 

( )y t不妨设复函数       的周期为2, 将[0, 2]作n等分, 得到序列: 

(2 ),    0,1,..., 1.jy y j n j n  

 ( 1)1, , ,it i n te e 
对于复函数,                           是区间[0, 2]上的正交函数族. 且 

 1,cos ,sin , ,cos ,sin ,t t kt kt 是[0, 2]上实函数空间的正交函数族, 

在离散点集                                     上, 仍保持正交性.  2 ,    0,1,..., 1j n j n  

因此, 离散周期函数{yj}的最小二乘傅里叶逼近: 
1

0

( ) ( ) ,
n

ikt

k

k

y t S t Y e




  其中 
1

0

( ), 1
,  0,1,..., 1

,

j

ikt n
iktn

k jikt ikt
jn

y t e
Y y e k n

e e n






 
   

 


对n个点的n阶逼近就是插值， 

1

0

( ) j

j k

n
ikt

j

k

S t ey Y




 

(复函数/ 
向量内积) 

离散傅里叶变换(DFT) 
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离散函数正交基 

离散傅里叶反变换 

逼近 
基函数 

yj (tj) 
tj 

2是其周期 



 一般的周期信号采样 
◦ 周期为2𝜋的函数用{                   }去逼近, 

◦ 周期为T的函数, 用{                        }逼近, 

◦ 采样n个点: 𝑡𝑗= 𝑗𝑇 𝑛 , (j=0, …, n-1), 

◦ 用DFT算{Yk}: 

◦ 𝑦𝑗 = (−1)
𝑗, (j=0,…,n-1), n为偶数 

 

◦ 若k=0, 𝑌0=0; 若k=𝑛/2, 𝑌𝑛/2=1 

◦ 否则, 𝑌𝑘是xn=1的n个不同根之和 

◦ 验证: 𝑦𝑗 = 𝑌𝑛/2𝑒
𝑖
2𝜋
𝑛 (𝑛/2)𝑗 

𝑦𝑘 

𝑌𝑘 
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采样间隔
𝑇

𝑛
, 采样频率Fs=

𝑛

𝑇
 

𝑌𝑘=
1

𝑛
 (−1)𝑗𝑒−𝑖

2𝜋𝑘

𝑛
𝑗

𝑛−1

𝑗=0
 𝑒−𝑖(

2𝜋𝑘
𝑛 −𝜋)𝑗 

= (−1)𝑗 成功! 
各个周期分量的大小 

( 1)1, , ,it i n te e 

2 2
( 1)

1, , ,
i t i n t

T Te e
 



1

0

j

n
ikt

j

k

ky Y e





21

0

j
n

i kt

j k

k

Ty Y e






1 22 1

0 0

1 1j jt
nT

n n i ki k

k j j

j j

Y y e y e
n n

  

 

  
与T无关! 例： 

,=0 



 时域信号 频域信号 
 

 

◦ 舍弃系数
1

𝑛
, 定义离散傅里叶变换DFT 

◦                     

◦ 矩阵公式: 

𝑦𝑘   𝑌𝑘   

𝑌𝑘 =
1

𝑛
 𝑦𝑗𝑒

−𝑖
2𝜋
𝑛
𝑘𝑗

𝑛−1

𝑗=0

 , 𝑘 = 0, 1,⋯ , 𝑛 − 1 

，是1的n次方根 

n=4的情形 

0   0   0   0 

0   1   2   3 

0   2   4   6 

0   3   6   9 

𝐹𝑘𝑗 = 𝜔
𝑘𝑗 
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𝑌𝑘 =  𝑦𝑗𝜔
𝑘𝑗

𝑛−1

𝑗=0

 

变换的计算与采样间
隔、周期无关 

𝜔 = 𝑒−𝑖
2𝜋
𝑛  



 变换矩阵的特点 
◦ F为对称阵，所有元素模为1 

◦ 一般地 

◦ 𝑭−1 =
1

𝑛
𝑭  

◦ 反变换公式 

 

 

 

 

◦ Matlab中得到DFT变换矩阵 

 

 

 

𝑭 , 复共轭 

𝒚 = 𝑭−1𝒀=
1

𝑛
𝑭 𝒀  

>> omega = exp(-2*pi*i/n); 
>> j = 0:n-1;  k = j'; 
>> F = omega.^(k*j); 

>> F = fft(eye(n)) 
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






  ( )
1

0

n
n k j

n k j n
j

Y y

   ( ) 1n k j kj nj
n n n

共扼, 对任意 k 





 
0

1n
kj

k j n
j

Y y
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DFT的一些性质 

三角函数逼近(频域上)的两个重要分量 

• Y0, 它的值是所有y的和. 也称为直流分
量，对应于频率为0的分量(常数基函数)  

• n为偶数时, Yn/2为实数, 它对应给定采
样率下周期达最小值，即T/(n/2),的分
量，相应频率最高，为Nyquist频率 

Yk and Yn-k  

y 

𝑆(𝑡) =  𝑌𝑘𝑒
𝑖2𝜋
𝑘
𝑇
𝑡

𝑛−1

𝑘=0

 

看前面那个例子： 

Y 

𝑒𝑖2𝜋
𝑗

𝑇
𝑡与𝑒𝑖2𝜋

𝑛−𝑗

𝑇
𝑡在离散

点上的值总是共轭的，
反映相同的频率特征 



各频率分量的大小不同，但就此例子，它们
没有很大的差别 
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y 

y = Y 

Y0 
Y4 

Y3, Y2 

Y5 , Y6 Y7 
Y1 



 fftgui, 反映DFT变换前后序列值的对应关系 

◦ 𝑦𝑗 仅第1个元素𝑦0 ≠ 0 

◦ 𝑦𝑗 仅第2个元素𝑦1 ≠ 0 

◦ 𝑦𝑗 仅第3个元素𝑦2 ≠ 0 

◦ 𝑦2 ≠ 0, 𝑦4 ≠ 0, 其他均为0 

◦ 𝑦𝑗 为实序列，变换结果 

的对称性 

◦ 中点𝑦𝑛/2 ≠ 0, Nyquist点 
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𝑦𝑗 

换
成
𝑌𝑗 

试
试 



电话按键音提取频率 

演示程序touchtone 

太阳黑子的周期 

傅里叶变换矩阵的图 
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(          -                 ) 

 一个音频信号的例子 
◦ 电话键盘上“1”的波形由两个不同频率sin波形叠加得到 

◦ 用频率Fs=32768, 即
𝑛

𝑇
=
1

∆𝑡
, 采样波形得到离散序列y 

◦ 由y的DFT确定这两个频率? 

 

 

◦ 频谱中的频率间隔为
1

𝑇
=
𝐹𝑠

𝑛
 

◦ 各傅里叶系数对应的频率 

◦ 另一个例子: 𝑦𝑗 = sin (2𝜋𝑓1𝑡𝑗) 

◦   =      𝑒𝑖2𝜋𝑓1𝑡𝑗 

◦ DFT变换的结果(两个系数Yk0) 

>> pre1sound; 
>> plot(t(1:500), y(1:500)); 

>> sound(y,Fs); 

>> p= abs(fft(y)); 

>> f= (0:n-1)*(Fs/n); 

>> plot(f, p, '.-'); 

>> axis([600 1300 0 1500]); 
𝑒𝑖2𝜋(𝐹𝑠−𝑓1)𝑡𝑗 

−𝑖

2
 

得到频率: 695.9, 1207.9 
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examp1.m 

𝑦𝑗 =  𝑌𝑘𝑒
𝑖
2𝜋
𝑻 𝒌𝑡𝑗

𝑛−1

𝑘=0

 

一部分 

(只看频谱的前一半即可) 



 按键式电话——双音多频系统 

◦ 每个键的声音仅含两个基频 

◦ 若有按键声音的数据, 可分析出电话号码 

◦ 分析touchtone.mat中的拨号录音 

load touchtone 
yy= double(y.sig)/128; 
Fs= y.fs; 
n= length(yy); 
p= abs(fft(yy(1:n/11))); 
n= length(p); 
f= (0:n-1)*(Fs/n); 
plot(f,p, '.-'); 
axis([500 1700 0 600]) 

频谱峰值对应为682, 1210 

键1的两个基频: 697, 1209 
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demo_ 
touchtone.m 

touchtone演示 

(单字节整数) 

fft需接收
double型数据 

经过试验选
取的范围 

不吻合与采样率和噪声有关 



 太阳黑子 
◦ 太阳表面的深色区域, 其活动与天气等有关 

◦ 天文学家对黑子的数量进行记录(Wolfer黑子数) 

◦ 根据历史数据，找出每年平均Wolfer黑子数的变化规律 

◦ sunspot.dat,  年份,  平均黑子数 

◦ 去掉增长趋势后用fft作 
频域分析 

◦ 频率间隔是1/n 

◦ 放大后, 看到最大频率对应 
的周期为11.1年 

◦ 这说明过去300年，黑子 
爆发的周期稍大于11年 

[t, wolfer]= sunspot; 
n= length(wolfer); 
c= polyfit(t, wolfer, 1); 
y= wolfer- polyval(c, t); 
Y= fft(y); 
Fs= 1; f= (0:n/2)*Fs/n; 
pow= abs(Y(1:n/2+1)); 
plot([f; f], [zeros(1, n/2+1); pow']); 

详见sunspotdemo.m 
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主要命令: 



 DFT变换矩阵的图形显示 
◦ plot(A), 将按矩阵的列逐列绘制曲线，得到n条折线 

◦ 若数据为复数，则plot自动将其实部做横轴，虚部做纵轴 

◦ 看看plot(F)的结果 

◦ n为质数时, 得到完全图； 
否则图是稀疏的, 它预示着快速 
算法的可能性 (矩阵元素只有n个值, 相邻元素对也有重复) 

◦ 用演示程序fftmatrix 
研究这些图 

◦ fftmatrix(n)画所有 
列 (改了一个bug) 

◦ fftmtrix(n,j)画第j+1列 

>> F= fft(eye(5)); 
>> plot(F); 
>> axis equal 
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



     
1

-1
0 1 2 -1

0

n
kj n

k j n n
j

Y y y y y y  

   , 0 1k
n k n 设

( )n kDFT y

设n为偶数，注意到旋转因子     有下述性质： n

 
 2,  

2 2 ( /2)

/2

k i n k i nk k
n ne e

 
 = = For k=0, …, n/2-1, 

转换为n/2阶的DFT计算 

当kn/2时，怎么办？ 

  2 2 2( /2)k n k-n
n n n注意到

1 
    /2 /2 ,k n k-n k

n n n n又
可再简化 

仍用那两个n/2阶

DFT变换结果, 即 

   
2 2

n n
k k
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 kj
kj nF

n是1的n次方根 

       ( ) ( )0 2 4 1 3 5y y y y y y       

  ( ) ( )
2 2
n neven k odd kDFT y DFT y


 2k

n

  ( ) ( )
2 2
n neven k koddDFT y DFT y



   , ,
Tnw 0 /2-1

 
  
 

. *

. *
q w t

y q w t

进一步简化 

计算量分析： 

 
5

2
2 2

( ) ( )
n n

C n C

  

  





5
4 2

4 2
5

8 3
8 2

5

2 2

( )

( )

log

n n
C

n n
C

n
n 2n


   /2 /2k n k-n k

n n n n
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 考虑的是理想情况，n=2k 

 事先算出n/2个旋转因子 

 若仔细考虑，可不增加额外存储量 (原地工作) 

 若输入序列x为实数序列，可使计算/存储量减半 

 在某些算法实现中，输出并非按正常的顺序，可有
两种处理方法：在进行反FFT变换时把顺序调整回
来；将输出再进行排序（也是nlogn的运算量） 

 实际程序中将递归变为循环，见netlib/fftpack 
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FFTW: C语言免费程序，曾获1999年Wilkinson数
值软件奖 (http://www.fftw.org/) 



与             的区别 2( log )n n2( )n

反变换也有类似的FFT算法 
Matlab: ifft 
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铺垫 
伪的 

（频域分析的含义） 
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质数因子 

混合基数FFT 
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