
- 最小二乘法 (chap5) - 
喻文健 



 曲线拟合与逼近问题 

 线性最小二乘问题的解法 

 伪逆与不满秩情况 

 非线性最小二乘 
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 最小二乘法（least squares） 
◦ 广泛用于数据拟合: 若误差的随机 

分布满足适当假设，则通过最小二 
乘能得到参数的最大似然估计 

◦ 优化: 使估计误差的平方和最小化 

◦ “求解”一个超定的方程组 

 拟合的模型 
◦ 线性最小二乘: 设待求的𝑦 𝑡 ≈ 𝛽1𝜙1 𝑡 + ⋯+ 𝛽𝑛𝜙𝑛 𝑡  

◦      求n个基函数前的系数 

◦ 定义设计矩阵X,  

 𝑥𝑖,𝑗 = 𝜙𝑗 𝑡𝑖  

 

 

𝑦∗ 𝑡  

                                                                 𝑡 

min
𝑆(𝑡)
 𝑦𝑖 − 𝑦 𝑡𝑖

2
𝑚

𝑖=1
 

𝜙1 𝑡1 𝜙2 𝑡1 ⋯ 𝜙𝑛 𝑡1
𝜙1 𝑡2 𝜙2 𝑡2 ⋯ 𝜙𝑛 𝑡2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝜙1 𝑡𝑚 𝜙2 𝑡𝑚 ⋯ 𝜙𝑛 𝑡𝑚

 

𝛽1
𝛽2
⋮
𝛽𝑛

 ≈

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

 X  y 
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𝑦 

(优化剩余) 

超定方程组, 最小化剩余 



 拟合的模型 
◦ 线性最小二乘的常见拟合模型 

◦ 直线： 

◦ 多项式： 

◦ 对数线性： 

 

◦ 可分离的非线性最小二乘: 基函数中含额外参数 

◦ 指数函数： 

 

◦ 高斯函数： 

◦ 有理函数： 

Matlab中polyfit命令 

注意: 拟合目标发生了变化 

𝛽𝑖是线性组合系数，𝜆𝑖是非线性参数 
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 曲线拟合的例子 
◦ 根据1900~2000年美国人口(每10年采样), 预测2010年人口 

◦ 一种模型： 

◦ 直接构造的设计矩阵X比较病态, (各列近 

似线性相关), 求解时会导致较大误差 

◦ 改进策略：令 

◦ 得到si, yi对应关系，列设计矩阵不病态 

◦ 演示程序censusgui 

◦     其中还包括插值模型 

◦     及对数线性 

◦ 程序无法回答“哪个模型是最佳 
的？”, 只能由使用者来决策 

𝑡1
3 𝑡1
2 ⋯ 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑡𝑛
3 𝑡𝑛
2 ⋯ 1

 

error estimate 
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 从范数的角度思考 
◦ 剩余(residual)是观测值和模型值之差 

◦ 做拟合就是希望剩余尽可能小 

◦ “小”的标准不同对应不同的逼近问题 

◦ 插值：在所有观测点上剩余为0，且m=n 

◦ 最小二乘：最小化剩余的2-范数(平方和) 

◦ 加权最小二乘：某些观测值有更高权重(例如误差小的) 

◦       若要最小化的是 𝑟 𝑤
2 =  𝑤𝑖

2𝑟𝑖
2𝑚

𝑖=1  

◦       只需将观测值𝑦𝑖和设计矩阵𝑿的第i行都乘以𝑤𝑖 

◦ 1-范数：最小化剩余的绝对值之和 

◦ -范数：最小化绝对值最大分量 

即 

转化为
线性规
划问题 
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基函数带的参数 

压缩稀疏信号的恢复(Compressed sensing): min解的1范数 



概述 

Householder反射 

QR分解 

利用QR分解解线性最小二乘 
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 概述 
◦ 比非线性最小二乘、1-范数、-范数逼近容易求解 

◦ 若设计矩阵为X, 观测向量y，在Matlab中 >> beta = X\y 

◦ “\”处理“长条形”矩阵的算法基于对矩阵X作QR分解 

 法方程法 
◦ 最小化的目标      是关于参数𝛽𝑖的二次函数 

◦ 利用多元函数求极值方法可得取极小值的必要条件 

 

◦ 缺点是数值误差大，𝑿𝑇𝑿可能(近)奇异 

◦ 例:                若 𝛿 < 10−8, 则 

X 

非线性优化 

m 

n 

若X列向量线性无关，则为n阶非奇异矩阵 

奇异 

𝑿𝑇𝑿往往病态 
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X  y 



 Householder反射 
◦ 一种重要的矩阵变换. 矩阵 

◦ u为任意非零向量, 而 

◦ 或, 𝒘=𝒖/ 𝒖 , 则𝑯=𝑰−2𝒘𝒘𝑇 

◦ 性质: 对称阵、正交阵 

 

◦ 𝑯𝒙对向量𝒙做变换 

 

 

◦ 𝑯𝒙与𝒙的2-范数相等, 镜面反射 

◦ 提示1: 不显式构造𝑯,                   

◦ 提示2: 对任意𝒚, 𝒙 = 𝒚 , 都可构造𝑯, 使得𝑯𝒙 = 𝒚 

𝑯=

1−2𝑤1
2 −2𝑤1𝑤2

−2𝑤2𝑤1 1−2𝑤2
2

⋯ −2𝑤1𝑤𝑛
⋯ −2𝑤2𝑤𝑛

⋮ ⋮
−2𝑤𝑛𝑤1 −2𝑤𝑛𝑤2

⋯ ⋮
⋯ 1−2𝑤𝑛
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反射的镜面 
𝑯𝒙 = 𝑰 − 2𝒘𝒘𝑇 𝒙 = 𝒙 − 2𝒘𝒘𝑇𝒙 

𝑯𝒙 = 𝒙−2𝒗 𝒘𝒘𝑇𝒙= 𝒘𝑇𝒙 𝒘= 𝒗 

S 

𝒘 

𝒙 
𝒗 

𝑶 

𝑯𝒙 

关键是让u,或w与x-y同方向 
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𝑯𝒙 = 𝒙−𝜏𝒖, 𝜏 = 𝜌𝒖𝑇𝒙 



 用Householder变换进行消元 
◦ 对向量x, 可构造正交阵H使得向量Hx只有一个分量非零 

 

 

 

◦ 与向量相乘 

 矩阵的QR分解 
◦ “六大矩阵分解”之一，(两种形式) 

◦ Q为正交阵, R为上三角阵 

◦ 用Householder变换实现: 对X逐 
次消元得上三角阵R 

𝜎 = 𝒙  

𝒖= 𝒙− 𝜎𝒆𝑘 

𝑯=𝑰−𝜌𝒖𝒖𝑇 , 𝜌 = 2/ 𝒖 2 = −1/ 𝜎𝑢𝑘  

希望𝑯𝒙 =𝜎𝒆𝑘 
可能同符号数相减! 

𝜎 = −sign(𝑥𝑘) 𝒙  

修改后无抵消现象 
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𝑯𝒚 = 𝒚 +
𝒖𝒖𝑇𝒚

𝜎𝑢𝑘
 (2m次乘法计算量) 



 用Householder变换实现: 𝑯𝑛⋯𝑯2𝑯1𝑨 = 𝑹 

◦ 设𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛 

 

 

 

 

 

 

 

 

构造m阶反射阵𝑯1 
消𝑨的第1列:  

, 𝑨 = 𝒂1, 𝒂2, ⋯ , 𝒂𝑛 , 其中𝒂𝑗为𝑚维向量 

𝑨(2)=𝑯1𝑨=

−𝜎1 𝑎12
(2)

0 𝑎22
(2)

⋯ 𝑎1𝑛
(2)

⋯ 𝑎2𝑛
(2)

   
⋮ ⋮

0   𝑎𝑚2
(2)

⋮

⋯ 𝑎𝑚𝑛
(2)

=

−𝜎1 |
  0 𝑯1𝒂2

|
⋯ 𝑯1𝒂𝑛

⋮     |
0     |

|

|

 

=

−𝜎1                      𝒓1
𝑇                          

0 −𝜎2 | |

0 0 𝑯2
′𝒂2
′(2)
⋯ 𝑯2

′𝒂𝑛−1
′(2)

⋮ ⋮ | |

0 0 | |

 

用𝑯2实现𝑨(2)第2列的
消元, 同时不影响第1列 

令𝑯2 =
1 𝟎𝑇

𝟎 𝑯2
′  

记𝑨 2 =
−𝜎1 𝒓1

𝑇

𝟎 𝑨′ 2
 

𝑯2𝑨
(2)=
−𝜎1 𝒓1

𝑇

𝟎 𝑯2
′ 𝑨′ 2

 

𝑯2也是Householder阵(其向量𝒖的第一个分量为0). 

构造𝑯2
′  

后续𝑯𝑗类似构造 

>> qrsteps(randi(5,5,4)) 
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NCM演示 



 利用QR分解求解 
◦ 求解线性最小二乘问题, 不需显式地算出Q 

◦ Householder反射也作用于           的右端项 

◦           , 其中 

◦ 求𝜷, 使得 𝒛 −𝑹𝜷 达到最小值 

 

 

 

 例: 美国人口预测 
◦   

◦ 拟合1950开始后6个点 

◦ 结果与beta =X\y一样  

正交变换不改变2-范数！ 

设 𝑹=
𝑹1
𝑶

,   𝒛=
𝒛1
𝒛2

 
n行 

, 𝒛−𝑹𝜷 =
𝒛1− 𝑹1𝜷
𝒛2

 

𝒛 −𝑹𝜷 2
2= 𝒛1− 𝑹1𝜷 2

2 + 𝒛2 2
2 ≥ 𝒛2 2

2 𝑹1𝜷=𝒛1 取等号条件: 

>> s=((1950:10:2000)'-1950)/50 
>> X=[s.*s s ones(size(s))] 
>> [R, z] = qrsteps(X, y) 
>> beta = R(1:3, 1:3)\ z(1:3) 
>> p2010= polyval(beta, 1.2) 
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n行 

(pp.127) 



矩阵的伪逆 

设计矩阵不满秩? 

基本解与最小二乘解 

有关Matlab命令 

13 



 矩阵的伪逆 (pesudo inverse) 

◦ 矩阵的Frobenius范数 
 
 
 

◦ Moore-Penrose伪逆将非奇异阵的逆推广到一般矩阵 
矩阵A的伪逆记为Z= A+ 

◦ 若A列满秩, 

◦ A+具有A-1的一些性质, 例如:它是”左逆” 

◦ 但不是”右逆” 

◦ 若列不满秩, 有另外的定义（矩阵的奇异值分解） 

>> Z= pinv(A); 

( )T TA A A A  1

扩展矩阵的条件数: cond( )A A A 

Ax  y的解为 x A y

A A I 
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>> norm(A, 'fro'); 

norm(A, 'fro') == norm(A( : )) 

AA I 



 矩阵的伪逆 (pesudo inverse) 

◦ 定义一般矩阵伪逆的方式之一: 从“逼近右逆”的角度 

◦ 伪逆A+是最逼近右逆条件的矩阵Z: 

◦ 且还是满足最小化条件 
的Z矩阵中F-范数最小的那个  

◦ 例: 标量x的伪逆(近似右逆) 

◦ 要最小化|xz-1|. 若x0, 伪逆是1/x, 是唯一的 

◦     若x=0, |xz-1|=1, 伪逆取绝对值最小的那个z, 即0 

 设计矩阵不满秩 

◦ 问题的建模或误差导致 

◦ 存在非零向量, 使得X =0 

min
FF Z

AA I AZ I   
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思考：行向量a 

         的伪逆是? 
X  y 

(因此最小二乘解不唯一) 



 设计矩阵X不满秩的情况 (rank deficiency) 

◦ 还能用QR分解的方法求最小二乘解吗? 

◦ Householder变换过程不会中断 

◦ 得到R的列秩与X的一样, 因此R 

的对角元有0 

◦ 𝑹1𝜷=𝒛1有无穷多解 

◦ 设计矩阵X近似不满秩的例子 
 
 
 

◦ “数值秩”为1；求解最小二乘解时很敏感(误差大) 

◦                        对敏感性问题，怎么求数值秩？ 

𝑹 𝑿 𝑸𝑇  = 

X  y 
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0.641 0.242

0.321 0.121

0.962 0.363

 
 
 
 

X
1.1997 0.4527

0 0.0002

0 0

  
 
 
 

R
QR分解 

近似0 
矩阵R1近奇异 

怎么求一个特殊性质的解？ 



 做正交变换时适当地交换列 
 

 

◦ 在未消去的子矩阵中找2-范数最大的列，做列交换 

◦ 若2-范数为0, 则后续列均为0. 这发生在第k步变换后, 

k=rank(X) (正交变换不改变列秩) 

◦ 求最小二乘问题𝑿𝜷 ≈𝒚的基本解 

◦ 列主元QR分解 

◦ 等价于求解 

>> beta=X\y; 
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n

R
H H X O

 
  
 

1 k k

R S
H H XP P O O

 
  
 

1 1
R S
O O
 
 
 
 

T T
R S

Q X PO O
 

  
 

 
  
1

2

T zQ y z
变换后的右端项 

   
     

T zR S PO O z
1

2


𝑸𝑇𝑿𝜷 ≈𝑸𝑇𝒚 

设             , 可取  Tc P 
-1

1
 


  0
R zc

Pc

基本解：非零元数目不超过X的秩 

同时算出X的数值秩 



 矩阵X的奇异值分解(singular value decomposition) 

◦ 任意mn矩阵可分解为 

◦ 其中U, V为正交阵，为对角元0 (降序排列)的对角阵 

◦ 线性最小二乘问题: 

◦ 正交阵不改变2-范数 

◦ 设           , 最小化目标变为 

 

◦ 一个解是                    r为非零奇异值个数(X的秩) 

 

◦ 按最一般的伪逆定义, 

X  y 

>> beta=pinv(X)*y; 
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TX UΣV

min
2

y -X min
2

Ty -U V 

min
2

TU y- V T

 Tc V 
2

TU y- c

,





 
 
 
 
  

1 1

0

T

T
r r

u y/

c=
u y/

Vc

所有可能的解中2-范数最小的 

称为”最小范数解” 

最小范数解就是 X y

求最小范数解比求基本解计算量大些 



Matlab有关命令的说明 

qr命令 

能处理稠密或“稀疏”矩阵, 允许m<n (列不满秩) 

[Q,R] = qr(A); 完整的QR分解, Householder, Givens 

[Q,R] = qr(A,0); 简化形式的QR分解，若m<n同上 

[Q,R,E] = qr(A);  E为排列阵，AE=QR，R对角元递减 

[Q,R,E] = qr(A,0); E为排列向量，A(:, E)=QR 

R = qr(A); A稠密时，返回矩阵上三角部分为R; A稀疏
时，R就是上三角阵，且RTR=ATA 

\命令 

求解线性最小二乘问题，列重排的Householder变换  

列不满秩会报warning，得到一个基本解 

polyfit命令 

多项式最佳平方逼近：p = polyfit(x,y,n) 
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可分离最小二乘问题 
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 问题定义与求解思路 

◦ 拟合公式中含非线性参数与线性参数 

◦ 若已知非线性参数(1/2)的值, 则用\可求线性参数值(1/2) 

◦ 需最小化的是剩余的2-范数 

◦ ~ 非线性参数(1/2)的函数 

◦ 优化求解器+线性最小二乘求解器 

 求多元实函数的最小值 

◦ fminserach，(无约束非线性优化，直接搜索法) 

◦ [x,fval] = fminsearch(fun,x0,options) 

◦ 对于例子, 定义fun的输入为1, 2, 返回值为最小剩余 

例如, 

 𝑦𝑖 − (𝛽1𝑒
−𝜆1𝑡𝑖 + 𝛽2𝑒

−𝜆2𝑡𝑖)
2𝑚

𝑖=1
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后面加给fun的参数 

求函数最小值问题 

比全看成非线性参数做
优化的方法更有效/鲁棒 



 例子 

◦ 数据: t = (0:.1:2) ' 

◦ y = [5.8955 3.5639 2.5173 1.9790  

◦ ..., 0.1370 0.2211 0.1704 0.2636]'; 

◦ 1, 2的初值为: [3 6]' 

 求解过程与演示 

◦ 线性最小二乘的解定义为函数: 
res = expfitfun(lambda, t, y) 

◦ 非线性最小化: fminsearch(@expfitfun,lambda0,[],t,y) 

◦ 程序细节与动态演示程序 
expfitdemo 

(放射性物质衰变的观测) 

最小化过程收敛时
对应的拟合曲线 

将观测数据设为函数参数 

>> edit expfitfun.m; 
>> edit expfitdemo.m; 
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 fminsearch 
◦ 适合仅含几个变量的小规模优化问题 

 Matlab优化工具箱(Toolbox) 

◦ 带约束极小化fmincon 

◦ 无约束极小化fminunc 

◦ 最小二乘问题也属于最优化问题 

◦ 特别针对最小二乘问题的函数: lsqnonlin, lsqcurvefit 

 曲线拟合工具箱 

◦ 方便解决曲线、曲面拟合问题的图形交互界面 
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