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内容概要内容概要

常微分方程初值问题

基本概念基本概念

ODE的稳定性(解的稳定性)的稳定性(解的稳定性)
简单的数值解法与算法稳定性、截断误差分析

实用的数值解法实用的数值解法

Matlab有关命令和应用例子Matlab有关命令和应用例子
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Ordinary DifferentialOrdinary Differential 
Equations (I)Equations (I)
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本节主要内容

常微分方程(ODE)基本概念

初值问题(IVP)初值问题(IVP)
初值问题的稳定性(敏感性)
例子与Matlab演示

ODE IVP数值解法ODE-IVP数值解法

欧拉方法

数值解法的稳定性

数值解法的截断误差与准确度数值解法的截断误差与准确度

数值解法的步长选择

Wenjian Yu 4



常微分方程常微分方程

要求解的是单自变量的函数(一个或多个)
自变量常为时间t 未知函数为系统状态量y自变量常为时间t, 未知函数为系统状态量y
微分方程表示未知函数与自变量之间关系, 其中对
t的最高求导阶数为常微分方程的阶数

( )( )t ′ ′′ 0kk阶ODE

一般可转化为显式常微分方程

( )( ), , , , ,t ′ ′′ =L 0kg y y y yk阶ODE:

一般可转化为显式常微分方程

显式ODE: ( )( ) ( 1), , , , ,t ′ ′′= Lk ky f y y y y -

主要考虑显式ODE，特例是一阶、单个ODE问题

( )

( )′ f ′( ),t′ =y f y λ′ =y y例如：



高阶常微分方程 阶常微分方程组高阶常微分方程 → 一阶常微分方程组

不失一般性，仅讨

( ),t′ =y f y
论一阶常微分方程

组:
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牛顿运动第二定律牛顿运动第 定律

加速度：
运动位置y的
二阶时间导数二阶时间导数

( ),t′ =u f u

0 1 0⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥u u

( ),tu f u

0 0
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

u u
F m

线性 常系数微分方程
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线性、常系数微分方程



常微分方程的初值问题常微分方程的初值问题

仅根据 无法唯 确定解函数( )′ f仅根据 , 无法唯一确定解函数

要确定唯一解，需在一些自变量点上给出函数值

( ),t′ =y f y

确定 解 需在 点 给 数值

一种定解条件是：

t 常表示初始时间点 这种定解问题为初值问题

t0点上y的各分量函数值都已知

t0常表示初始时间点，这种定解问题为初值问题
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ODE初值问题解的存在性 ( )y f y′⎧ = tODE初值问题解的存在性

若f在D上关于y是利普希兹连续的，则初

值问题存在唯 解

( )
( )0 0

,
 ,

y f y
y y
⎧ =

≤ ≤⎨ =⎩

t
a t b

t

由于历史的原因 在不至于

值问题存在唯一解 f 定义域为 1[ , ] += ×Ω ⊂ nD a b R
(f 可导就满足这个条件)

由于历史的原因，在不至于
混淆的情况下，将ODE-IVP
问题的敏感性称为ODE问题问题的敏感性称为ODE问题

(或解)的稳定性。

渐进稳定 比Stable更强的要求

初始数据是

解是函数

( )0ty

( )t渐进稳定，比Stable更强的要求
解是函数

关注t→∞时解的误差：

( )ty

有界、0、或无穷大
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( ) 0( )
0

t tt eλ −=y y
Solution is given by:

定义:若常微分方程中具
有 的形式，称( )y f y′ =

( )
t→∞时解的趋势即反映误差Δy的趋势

有 的形式 称
其为自治(autonomous)
常微分方程。

( )y f y

本例为最简单的自治
ODE

注意, 非自治的ODE可
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转化为自治的ODE



向量函数线性常系数、
齐次齐次

也适用于线
性常系数

最简单的自治常微
分方程组

性常系数、
非齐次ODE

分方程组
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震荡

只要有 个特征值

A-stable

只要有一个特征值
实部>0，则不稳定

若A不能对角化: 重特征值，要求其实部<0才保证解稳定
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变系数矩阵A(t)，特征值分析只能讨论具体t值附近的局部稳定性



f是y的非线y
性函数

?

1. 时间t附近的局部
2. 解函数f 附近的局部

来自实际的常微分方程初值问题大多数是稳定的 如
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来自实际的常微分方程初值问题大多数是稳定的，如
果不稳定，须从物理过程数学建模的角度重新考虑



实例与M tl b d实例与Matlab demo
单个ODE:  分析稳定性, Matlab求解

{ ′ = -10y yt { ′ = 10y y + t10J t{ 10
(0) = 1
y yt
y { = -10

(0) = 1
y y + t
y

True solution: 
2-5( ) = ty t e

10fJ t= − 10fJ = −
( )y

1.2 1

f=inline('-10*y*t', 't','y'); ode23(f, [0,10], 1); Matlab: ode_1
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实例与M tl b d ′⎧
⎪ ′⎪
⎨

1 2

2

=
= 6

y y
y t 有解析解

实例与Matlab demo
常微分方程组: “牛二”定律

⎪
⎨
⎪
⎪⎩

2

1

2

6
(0) = 0
(0) = 1

y t
y
y

有解析解

稳定吗？

ode23(@myode2, [0, 1],  [0; 1]);

⎪⎩ 2 (0)y
稳定吗？

4

4.5

(@ y [ ] [ ])

function ydot = myode2(t,y);

2 5

3

3.5ydot= [y(2); 6*t];  %column vector

1 5

2

2.5

Matlab: ode_2

0.5

1

1.5
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本节主要内容

常微分方程(ODE)基本概念

初值问题(IVP)初值问题(IVP)
初值问题的稳定性(敏感性)
例子与Matlab演示

ODE IVP数值解法ODE-IVP数值解法

欧拉方法

数值解法的稳定性

数值解法的截断误差与准确度数值解法的截断误差与准确度

数值解法的步长选择
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O 的数值解法ODE-IVP的数值解法

( ),t′ =y f y
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( ) ( ( )) ( )
t h

y t h f s y s ds y t
+

+ = +∫( ) ( , ( )) ( )
t

y t h f s y s ds y t+ +∫
考虑从时间点tk到tk+1

( , ( )) ( )k k

k

t h

k kt
y f s y s ds y t

+

+ = +∫1

     ( , ( )) ( )k k k kh f t y t y t≈ +

由于无法得到 (t )准确值 用 代替

最简单的数值积分

由于无法得到y(tk)准确值，用yk代替

单步、显格式

沿近似切线方向外推
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准确解是：准确解是：

( ) = ty t e
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准确解是：

( ) = ty t e( )y

0 5-0.5( ) = 1.5 ty t e由它和微分方程构成的解：
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若ODE本身是不稳定的：

1 数值解法的误差造成1.数值解法的误差造成
“初值”扰动，t→∞时
理论解误差无穷大理论解误差无穷大。
2.即便在t≠∞处，结果
误差为理论解误差+数误差为 论解误差 数
值误差，也会非常大。
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若ODE本身是稳定的：

1 数值解法的误差造成1.数值解法的误差造成
“初值”扰动，t→∞时
理论解误差趋于0。
2.而在t≠∞处，结果误
差为理论解误差+数值

误差 结果是否准确主误差，结果是否准确主
要看数值误差。

若对稳定的ODE，
结果误差随t增大而结果误差随t增大而

增大，则算法不稳
定。
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数值求解方法的稳定性 数值方法稳定数值求解方法的稳定性

为避免常微分方程本身稳定性的干扰 只考察稳

数值方法稳定，
结果才有意义!

为避免常微分方程本身稳定性的干扰，只考察稳

定的常微分方程初值问题，来说明数值方法的稳

定性定性。

为了方便，通常先考虑简单的模型问题：为了方便，通常先考虑简单的模型问题：

,    Re( )y yλ λ′ = < 0

对每一个ODE-IVP数值解法 需要：

( )

对每 个ODE-IVP数值解法，需要：

• 研究其稳定性 (通过数值解或整体误差的变化趋

势)势)
• 研究其准确度 (通过推导局部截断误差，得准确

度阶数
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度阶数)



因此，我们主要讨论精确计算模式下的截断
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误差，通过它评价算法的稳定性和准确度



数值方法的稳定性

Euler法保持稳定
需对步长 做限制

Im(hλ)

需对步长h做限制误差也按此规律变化

Im(hλ)
否则不符合准
确解的趋势

Stability region
0-2

Re(hλ)

确解的趋势
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若hλ≈-1，这个h是
最好的步长吗？



求解一般问题 时的稳定性( , )y f t y′ =
( )= −e y y t

   +→k ke e 1
？

[ ]

( )
( , ) ( ) ( , ( )) ( )
( ) ( ( )) ( )

+ + += −
= + − − −
= +

k k k

k k k k k k k k k

e y y t
y h f t y y t h f t y t O h
e h f t y f t y t O h

1 1 1
2

2[ ]( , ) ( , ( )) ( )= + − −k k k k k k ke h f t y f t y t O h

Im(Eig(hkJf))

Stability region Re(Eig(hkJf))

( )kO h 2

Stability region
0-2

Re(Eig(hkJf))
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Euler法的稳定条件



用两个概念来描述截断误差

整体误差

局部截断误差：当
前这一步的误差

在前一步得准确解
前提下，考虑当前前提下 考虑当前
解的误差

Wenjian Yu 28



对不稳定的问题，整体误差

稳定的问题

对不稳定的问题，整体误差
往往大于所有局部误差之和。

整体、局部截断误差
两者关系:
若 , 一般也
有

h为平均步长

(一般仅能控制局部误差)

⋅ 1， 小≤ p+
k kC h h当 足够
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称此方法有p阶准确度



数值方法的准确度数值方法的准确度

+ hλ

)− −-1 -1 -1= ( ) = (1 + λh
k k k k k ky u t hλ y y e

-1 -1= +k k ky y hλy

局部误差： )-1 -1 -1( ) (k k k k k ky y y

p阶准确度:

局部误差

2~ ( ) k h   O所以 ，为1阶准确度
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(整体误差=传递(整体误差 传递
误差+局部截断
误差)

加入定义局部
误差的假设误差的假设

对任何问题Euler法均为1阶准确度
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数值求解ODE-IVP时步长的选取数值求解ODE-IVP时步长的选取

对给定问题和选定的求解方法，写出ek 1对给定问题和选定的求解方法，写出ek+1
和ek之间的关系式

得出误差“增长因子”  根据误差不扩大的得出误差 增长因子 , 根据误差不扩大的
稳定性要求得到步长的限制条件 h λ≤ −2

Eig( )⋅ + ≤fh J 1 1g( )f

为保证计算的准确性，也需根据局部截断误
差选择合适步长

tol为控制局部
误差的阈值

为了计算效率，
寻求稳定算法、
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寻求稳定算法
高阶算法



  ( )= =( + )
0 0 (cos sin ), Rea bi t aty e y e bt i bt a+ λ

4
Re(λ)>0

2

0

-2

-4
Re(λ)<0

0 5 10 15 20 25 30
-6
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