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内容概要内容概要

线性方程组的迭代解法

概述与经典迭代解法回顾概述与经典迭代解法回顾

变分原理导出的非经典迭代解法变分原理导出的非经典迭代解法

速下降法

共扼梯度(CG)算法及预条件技术共扼梯度(CG)算法及预条件技术
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Krylov子空间迭代法

投影方法的原理投影方法的原理

Krylov子空间, Arnodi过程

FOM算法 GMRES算法

Yousef Saad’s book “Iterative 
Methods for Sparse Linear 
Systems” 第二版
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FOM算法, GMRES算法 Systems”, 第二版
网络学堂上有电子版



General ProjectionGeneral Projection 
MethodMethod
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一般投影方法(projection method)
现有的大多数迭代解法都可归类为投影方法，都包含向线
性子空间的投影过程
基本思想是在Rn的某个子空间(subspace)中寻找方程Ax=b
的近似解(误差 小, 或残差 小的优化问题)
维数为m的子空间K : 搜索近似解所使用的子空间

若准确解x*与子空间K很接近 …

经过推导，上述优化问题常归结为m个正交条件
(orthogonality condition)，即要求b-Ax垂直于m个线性无关( g y ) 即要求 垂直于 个线性无关
向量 (张成另一子空间L)
这些条件被称为Petrov-Galerkin conditions，或Galerkin这些条件被称为Petrov Galerkin conditions，或Galerkin
原理
若L= K，导出的方法称为正交投影(orthogonal)方法, 否则
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若 ，导出的方法称为正交投影( g )方法, 否则

为斜投影(oblique)方法 Galerkin方法



般投 方法一般投影方法

V=(v1, v2, …, vm), W=(w1, w2, …, wm), 为n×m列满秩矩阵，

记K=span(V) L=span(W) ，则投影方法为：记K=span(V), L=span(W) ，则投影方法为：
寻找 , 使得 ;
若有初始解x0 则为寻找 such that ;

⊥- Lb AxK∈x
0 K∈x x + ⊥- Lb Ax若有初始解x0, 则为寻找 , such that                    ;

矩阵形式的方程:
0 K∈x x + ⊥ Lb Ax

L

0( - - ) = 0Tb Ax AVy W

     L

这个过程可以重复执行（每次将上次的解设为x0），直到

||b A ||足够小||b−Ax||足够小
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般投 方法一般投影方法

K L
K L

矩阵 WTAV 可能奇异 [ ]
1
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一般投影方法—几何解释(两种优化过程)

在 集合中找 的近似解(    为Ax=b的准确解)
设K span(V) V ( )

*x0 Kx + *x *x

设K=span(V), V=(v1, v2, …, vm)
做法1: 0x

K
%x0 *−% %minx = x +Vy ,  x x
K

( * )− ⊥% Kx x欧式范数: ( * )T − =% 0V x x
( * )T T= −V Vy V x x 无法求解！ =L K

O0( )=V Vy V x x 无法求解！

A范数: ( * ) A− ⊥% Kx x (  * ) 0i − =%, Av x x ( * )T − =% 0V A x x
( * )T T T T b

L K

做法2:
0( * )T T= −V AVy V A x x 0

T T=V AVy V r
0 − %% minx = x +Vy , b A x KA

%Ax
− ⊥% Kb Ax A

0x K%x
0Ax欧式范数:

( ) ( )T − =% 0AV b Ax
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( ) ( )
0( ) ( )T T=AV AVy AV r =AL K



般投影方法一般投影方法
几个理论结论

KL
Hint: B=GTVTAV, VTAV为正定矩阵

B=(AVG)TAV =GT(AV)TAV

=L K
K

=AL K

L

No breakdown

B=(AVG) AV =G (AV) AV
K L

=L K
K

K

2* * *( ) ( ) ( )≡ − = − −T
A

E x x x x x A x x

K

设 ，则Hint: 与CG法等价

K A

0= +x x Vy

min ( ) min( 2 )T T TE x y V AVy r Vy⇔ −
0( ) 2= − +T T TE x y V AVy r Vy ...

0⇔ − =T TV AVy V r
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0min ( ) min( 2 )
mx x y

E x y V AVy r Vy
∈ + ∈

⇔
0 K R

0 0⇔ =V AVy V r

即 ，为投影方法的解0( ) ( ) 0− = − =T TV AVy r V Ax b



般投影方法一般投影方法
几个理论结论(cont’d)

=AL KAL K
K L

K
GMRES法

K
T T T T

K

Hints: 设 ，则0= +x x Vy 0( ) 2= − +T T T TR x y V A AVy r AVy ...

0min ( ) min( 2 )⇔ −
m

T T T TR x y V A AVy r AVy
K 0 0⇔ − =T T T TV A AVy V A r0∈ + ∈ mx x y0 K R 0

( ) 0 ( ) 0⇔ − = ⇔ − =T T TV A Ax b b Ax AV
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一维子空间

K
一维子空间

L

αAd

(r−αAd, e) = 0( )

K L=K L

−T Tf x x Ax b x1( )=
小化误差的A范数
小化 f ( )

2
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=AL K

残差/剩余二范数
平方函数的梯度

残差/剩余 小
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=AL K

剩余 小剩余 小

Gauss-Seidel方法也可看成是一维投影过程 { }= = ispan eK L
( 1)+⎡ ⎤kx ( 1)+⎡ ⎤kx1
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i
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x ( 1)

( )

+⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M

k
i

k

x ( )( 1) 0+− =l
i

b AX ( )( 1) 0+ =
Tl

iR e 一维投影空间

一维搜索空间： ( 1) ( ) ( 1) ( )( )+ += + −l l k kX X x x e
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( )⎢ ⎥⎣ ⎦
k
nx

( )⎢ ⎥⎣ ⎦
k
nx

( )lX ( 1)+lX

维搜索空间： ( )= + −i i iX X x x e



Krylov Methods –Krylov Methods –
Arnoldi ProcedureArnoldi Procedure
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Krylov子空间方法

m

Krylov子空间方法
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Krylov子空间方法Krylov子空间方法

Three

误差的A范数 小(If A SPD)

残差/剩余的二范数 小残差/剩余的二范数 小

Lm= Km(AT, r0) Lancozs型

数学上等价的不同算法实现

下面重点考虑一
般的非对称A矩阵
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数学上等价的不同算法实现



给Krylov子空间构造单位正交基,
即V矩阵: 1[ , , ]V v v= L

类似于G S h idt正交化过程
即V矩阵: 1[ , , ]m mV v v

类似于Gram-Schmidt正交化过程

可用 GS代替可用Arnoldi-MGS代替

计算量 2次乘法(差不多的加法次数)
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计算量：nm2次乘法(差不多的加法次数)；
m次矩阵向量乘法



j

i ij jz v wη= +∑
1

j j
i=
∑

1 1 2 2 , 1 1,j j j j j j j j jAv v v v vη η η η+ += + + + +L

合并 j=1,…,m的情况

AV V H= n ×

扩大的上Hessen-( )

1

1

m m m

m
T

AV V H

HV v

+

+

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

m+1
m

结果矩阵维度
为n×m

扩大的上Hessen
berg矩阵

( )1
1,

        m m T
m m m

T

V v
e

V H w e

η+
+

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +        m m m mV H w e+

Hm为方阵，属于上

H b 矩阵Arnoldi过程每一个循环步生成
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Hessenberg矩阵Arnoldi过程每 个循环步生成
的矩阵 的一列mH



Krylov Methods –Krylov Methods –
Arnoldi (FOM) AlgoArnoldi (FOM) Algo.
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如果采用正交投影方法

0r b Ax= −
0

TMy W r=

, where 1 0 0v r r=
r b Ax= −

能否简化计算？

0
T

m mMy V r=
0r b Ax= −
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能否简化计算？



Q TAV V H

上Hessenberg矩阵

Q T
m m m m mAV V H w e= +

TV AV H=∴ 上Hessenberg矩阵m m mV AV H=

0 2
rβ = 0 1r v β=设 , 则

2

0 1 1
T T
m mV r V v eβ β= =∴ β⎡ ⎤

⎢ ⎥
需求解的方程 将形如0

T
m mMy V r=

0

0
my

β
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
M0 0⎢ ⎥⎣ ⎦

维度为mxm
( )
1
m

m mH y e β=

问题：如何确定m的值？

可否在Arnoldi过程中动态确定m？即在子空间维度增大的同可否在 程中动态确定 即在子 间维度增大的同
时通过剩余判断解是否足够准确，如果准确则停止增加m。

如果这样，希望方便地计算剩余 ，而不是依次解ym, xm,然后 m mr b Ax= −mr
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如果 样 希 方便 计算剩余 而不是依次解ym, m,然后 m mm

可去掉原型投影方法的 外层循环



不生成x 的情况下计算剩余的大小不生成xm的情况下计算剩余的大小

TAV V H w e= +利用

1 1,         
m m m m m

T
m m m m m m

AV V H w e
V H v eη+ +

= +
= +

利用

−

回顾Arnoldi过程，先有vm，再计算ηi,m，然后计算wm(为vm+1准备)
若wm为零向量，即ηm+1,m =0，若同时Hm非奇异，则得到准确解;
否则 求解方程得到 通过上公式可算剩余的大小否则，求解方程得到ym ，通过上公式可算剩余的大小。

新问题：能否推导出从 得到 的简便算法，即利用已有信息加快my 1my +
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的求解？

m 1m+
( 1)

1 1 1
m

m mH y e β+
+ + =



1
T

j j j j jr e y η=

求解出yj的 后一个分量即可计算剩余的大小，

1,2j j j j jr e y η +

怎么方便地计算yj的 后一个分量？

通过Arnoldi过程使j j+1，如何方便地求出 ？1jr +通过Arnoldi过程使j j 1，如何方便地求出

剩余小到满足要求后，如何方便地解出ym，进而得到xm?

1 2j+

( )
1
j

j jH y e β= Hj为上Hessenberg矩阵

如果方程的系数矩阵是上三角矩阵，则这些问题都迎刃而解！

那我们就用Givens旋转将其系数矩阵变为上三角矩阵；

同时在j j+1过程中尽量利用原有信息，得到Incremental算法
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H GGH

G

3H 2 1 3GGH (3)
3 3 1H y e β=

G1

G2

(3)
2 1 3 3 2 1 1GGH y GGe β=

很容易得到y3的2 很容易得到y3的

后一个分量

j=4时，算出ηi,4，作为一列扩充矩阵 , 然后得4H
1 2,  G G′ ′ 为与G1, G2
效果相同的Givens

2 1 4′ ′GGH

G1’

G ’

效果相同的Givens
矩阵，只是维度大一

G2

2 1 4 4
(4)

2 1 1

G G H y
G G e

′ ′ =
′ ′ β
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2 1 1G G e β



3 2 1 4 4 3 2 1 1
′ ′ ′ ′=GG G H y GG G e β

4 4 3 2 1 1
′ ′=R y GG G e β

很容易得到y4的

( )4 4
y

很容易得到y4的

后一个分量

G3

( )r η= ⋅y( )4 4 5,42 4
r η= y

j j+1的增量操作：Arnoldi过程生成H矩阵新的一列，将以前的Givens旋转作用

当剩余大小满足要求时，直接求解上三角方程得到整个y

j j+1的增量操作：Arnoldi过程生成H矩阵新的 列，将以前的Givens旋转作用
到这个新列，再构造一个Givens旋转得到新的上三角矩阵和右端项
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当剩余大小满足要求时，直接求解上三角方程得到整个y
向量，然后利用存储的V矩阵得到解 0x x Vy= +



Arnoldi算法(全正交算法，Full orthogonalization method, FOM )

r存剩余的二范数
d存右端项βd存右端项βe1
eps为判断剩余是否
足够小的阈值

计算量、存储量

第j次迭代步: 一次矩阵向量乘、
j次向量内积、数乘 (n维)



FOM算法的计算量和存储量都随m的增大而增大，并且算法的计算量和存储量都随 的增大而增大，并且
当m很大时vj向量的正交性受到舍入误差影响

… … (同FOM算法) m为”重启动”阈值

致命缺点

1

致命缺点
对任意非奇异系数阵A，Arnoldi过程可完成，但Hj矩阵奇异，算法执

行时发生“恶性中断”！
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行时发生 恶性中断 ！
怎么解决这个问题？



Krylov Methods –Krylov Methods –
GMRES AlgoGMRES Algo.
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K l 子空间方法
Krylov子空间方法:

Krylov子空间方法
一般投影方法的算法

Do until converge
S l t V dW f b K d L

般投影方法的算法
0( ,  )=m m A rK K

Select V and W for subspaces Km and Lm

Solve
0r b Ax= −

T TW AVy W rSolve

End

0=W AVy W r
= +x x Vy

End

0r b Ax= −

=m mAL K结合Arnoldi过程, 并使 ( 小剩余法)

1 0 0v r r=
0r b Ax

采用Arnoldi过程构造Km的基向量矩阵Vm, 其中

Solve 其中=T TW AV y W r =W AV

如何简化计算？

Solve                                , 其中0=m m m mW AV y W r
= + m mx x V y

=m mW AV

Wenjian Yu 28

如何简化计算？
m该如何取值？



A=L K

AL K

m mAL K

=m mAL K

0
T T
m m m mW AV y W r=

( )T TW AV AV AV( )T T
m m m mW AV AV AV=

T T

1m m mAV V H+= (Arnoldi过程)

0 1 0 1( )T T T T
m m m mW r H V r H eβ+= =

T T
m m m mW AV H H=

0 m mx x V y= +
and

1
T T
m m m mH H y H eβ=

0 1 0 1( )m m m mβ+

即ym为 小二乘问题 的解!
1m m m my β

1m mH y eβ≅
对一般的非奇异矩阵A 不会产生“恶性中断” (?)对一般的非奇异矩阵A，不会产生“恶性中断” (?)

0
2 2

min
∈ +

− = −
m

m x x
b Ax b Ax

K 广义 小剩余(残量)法
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Generalized Minimal Residual (GMRES) method [1983]
0 m



解线性 小二乘问题 1m mH y eβ≅

β⎡ ⎤
扩大的上
Hessenberg矩阵

0
β⎡ ⎤
⎢ ⎥≅ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
Mmyg

问题1：如何有效求解？

0⎢ ⎥⎣ ⎦

问题1：如何有效求解？

QR分解，利用Givens旋转方法将 化为上三角

问题
mH

问题2：如何确定m的值？

可否动态确定m？Arnoldi过程每做一个循环步，子动 确定 程每做 个循 步 子
空间维数就增大一，此时解出相应的ym, xm，判断残

差是否足够小，如果足够小则停止增大m。

希望方便地计算 ，而不是依次解ym, xm ,  再算 m mr b Ax= −mr

可去掉原型投影方法的 外层循环
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可去掉原型投影方法的 外层循环



iG
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Example:

1G1G

1
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2 , , iG GK

实际的算法中，这是
增量式(incremental)
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增量式(incremental)
过程



经过执行Gi 变换 小 乘问题变为 ( )mH经过执行Givens变换， 小二乘问题变为 ( )m
m m mH y g≅

记 和 的前m行分别为 和 , 则得方程g( )mH R mg

m m mR y g=
记 和 的前m行分别为 和 , 则得方程mgmH mR mg

(系数矩阵为上三角方阵)

原始方程的剩余

b Ax b Ax AV y− = − − 所以0

0 1              
m m m

m m m

b Ax b Ax AV y
r V H y+

=
= −

12 2m m mb Ax e H yβ− = −

所以,

1 1              m m mv V H y
V e V H y
β

β
+= −

=

2

?
1m+= γ

1 1 1

1 1

              
              ( )

m m m m

m m m

V e V H y
V e H y

β
β

+ +

+

= −
= − 记 1 1( )Tm m mg += γ , , γ , γK

1m+

若Arnoldi过程中断，意味着什么？

0h AV V H(不影响 ) 不需要 后一次旋转，
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1, 0m mh + = 1m m mAV V H+=(不影响 )
1 0m+γ =

不需要 后 次旋转，

，因此剩余为0！



GMRES(m)算法

m为”重启动”阈值m为 重启动 阈值

γ为剩余向量的二范数;
为 小二乘问题右端项g为 小二乘问题右端项 ;

eps为判断剩余是否足够
小的阈值.小的阈值. 

计算量、存储量(同FOM算法)

第 次迭代步 次矩阵向量乘第j次迭代步: 一次矩阵向量乘、
j次向量内积、数乘 (n维)



与FOM算法一样，GMRES的计算量和存储量都随迭代与FOM算法 样，GMRES的计算量和存储量都随迭代

步数的增大而增大，并且，当j很大时vj向量的正交性受

到舍入误差影响到舍入误差影响

解决办法1：“重启动”的GMRES，即GMRES(m)算法 (见( ) (
前页). m为”重启动”阈值 ; 将投影法 外层循环保留.
解决办法2：截断Arnoldi过程中的正交化过程解决办法 截断 程中的正交化 程

(Incomplete orthogonalization)
办法3：通过预条件技术，改善待求解问题系数矩阵的性态，办法3：通过预条件技术，改善待求解问题系数矩阵的性态，

加速GMRES算法的收敛过程。

关于收敛性：

1.若无舍入误差， GMRES(∞)算法在n步一定收敛。( )
2.若无舍入误差，且A正定，则GMRES(m)算法收敛。

3. 对一般矩阵A，GMRES(m)算法并不保证收敛，剩余的
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3. 对 般矩阵A，GMRES(m)算法并不保证收敛，剩余的
减小可能停滞
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优于左预条件之处：

1. 算原问题的剩余

2. 易于构造Flexible 
预条件
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Flexible GMRESFlexible GMRES
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见Saad的书，§9.4.1
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小结小结

基于Arnoldi过程的方法
FOM  (Lm=Km= Km(A, r0)，解方程 ，恶性中断)
GMRES (L = AK 解 小二乘问题 )1≅H y eβ

1m m =H y eβ

GMRES  (Lm= AKm，解 小二乘问题 )

实用技术

1m m ≅H y eβ

Arnldi-MGS过程

基于Gi 旋转的i t l方法 剩余计算基于Givens旋转的incremental方法，剩余计算

改善迭代步增大时计算效率的技术改善迭代步增大时计算效率的技术

Restart: GMRES(m), 截断正交化
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Precondition


