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内容概要内容概要

线性方程组的迭代解法

概述与经典迭代解法回顾概述与经典迭代解法回顾

变分原理导出的非经典迭代解法变分原理导出的非经典迭代解法

最速下降法

共扼梯度(CG)算法及预条件技术共扼梯度(CG)算法及预条件技术

Krylov子空间迭代法

投影方法的原理

FOM算法算法

GMRES算法
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课本第6.5.2, 6.5.6小节，第11.5节(除11.5.7)，补充材料



Overview and the 
Stationary Iterative 
M h dMethods

Wenjian Yu 3



Solving Sparse Systems in 2010Solving  Sparse Systems in 2010
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稀疏矩阵线性方程组
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经典迭代法经典迭代法 (Stationary Iterative Methods)

基本的迭代公式基本的迭代公式

构造收敛的近似解序列： , , , , kx x x(0) (1) ( )

经典迭代法: 相邻的近似解之间满足某种固定的函数关系

一阶定常迭代公式: =k kx Bx f+ +( 1) ( )阶定常迭代公式: 
构造迭代公式的要求

阶定常迭代法的收敛性

x Bx f+
=Ax b x Bx f= ⇔ +

一阶定常迭代法的收敛性

矩阵的谱半径(spectral radius) { }: A A( ) = λ λ λ( )∈ρ max
( )

定理: 迭代法 对任意的初始解 收敛的
充要条件是

x (0)=k kx Bx f+ +( 1) ( )

B( ) < 1ρ
构造方法: 分裂(splitting)法

A M N= −设 , 则  =Ax b x M Nx M b− −= ⇔ +1 1

=k kx M Nx M b+ − −+( 1) 1 ( ) 1构造迭代公式: 
Wenjian Yu 5



经典迭代法经典迭代法 (Stationary Iterative Methods)

J bi迭代法Jacobi迭代法

计算公式:计算公式:
矩阵形式:

A D L U设 则
k kD L U D b+( 1) 1 ( ) 1( )

收敛的几个充要条件

A D L U= − −设 , 则 =k kx D L U x D b+ − −+ +( 1) 1 ( ) 1( )

♦迭代矩阵的范数<1
♦ A和2D−A都对称正定, 且A的对角元>0

严格对角占优 或不可约的(弱)对角占优♦ A严格对角占优, 或不可约的(弱)对角占优
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经典迭代法经典迭代法 (Stationary Iterative Methods)

G S id l迭代法Gauss-Seidel迭代法

公式: 依次计算公式: 依次计算 ,

矩阵形式: 解分量按从1到n的顺序更新, 向后G-S迭代矩阵形式:

收敛的几个充要条件

A D L U= − −设 , 则  =k kx D L Ux D L b+ − −− + −( 1) 1 ( ) 1( ) ( )

解分 按从 到 顺序更新, 向后 代

收敛的几个充要条件
♦矩阵D−1(L+U)的1或∞范数<1
♦ A严格对角占优 或不可约的(弱)对角占优♦ A严格对角占优, 或不可约的(弱)对角占优
♦ A对称正定
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经典迭代法经典迭代法 (Stationary Iterative Methods)

SOR迭代法SOR迭代法

G-S法的扩展
( ) ( ) ( )( )= ∑ ∑% k k k
i i ij j ij j iix b a x a x /a+1 +1 +1− −G-S法的扩展 ,

迭代矩阵:
向前SOR, 向后SOR

∑ ∑i i ij j ij j ii
j<i j>i

/

( ) ( ) ( )( )= − + %k k k
i i ix x x+1 +11 ω ω

迭代矩阵:

收敛的几个充要条件

A D L U= − −设 , 则 ( )[ ] =B D L D U−− ω − ω + ω1( ) 1
收敛的几个充要条件
♦必要条件: 0<ω<2 ; ω =1即G-S迭代法
♦ A严格对角占优 或不可约的(弱)对角占优 且0<ω≤1♦ A严格对角占优, 或不可约的(弱)对角占优, 且0<ω≤1 
♦ A对称正定, 且0<ω<2 如何选ω的值?
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Steepest DescentSteepest Descent 
MethodMethod 
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本节主要内容

“变分原理”
无约束优化问题－－求最小值无约束优化问题 求最小值

最速下降法(Steepest Descent)
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解线性方程组的变分原理解线性方程组的变分原理

实多元二次函数 其中 对称方阵T Tf x x Ax b x1( )= A实多元二次函数 其中 对称方阵

取极值的必要条件

,−f x x Ax b x( )=
2

−∇f x Ax b( )= =0

A

充分性：若A对称正定，取最小值的充分性得到保证

充分性的证明充分性的证明

−Ax b=0 ( ) ( ) ( ) ( )= + − −Tf y f x y x A y x1
2若x 满足 ，

( ) ( ) 0− − >Ty x A y x1
2由于

变 实 称 阵

( ) ( )y y2由于

所以， ( ) ( )>f y f x ,∀ ≠y x

变分原理：若A为实对称正定矩阵，则

求解方程 等价于求 最小值对应的Ax b= −T Tf x x Ax b x1( )=
2

x求解方程 等价于求 最小值对应的Ax b f( )
2



无约束优化问题 求 的最小值( )f x无约束优化问题：求 的最小值( )f x
二次连续可微

kx( )

kp
kp

单变量函数求最小值kp
kp

kp

=kx xlim

Wenjian Yu 12

为了表达的简便，用 表示迭代解向量kx
kk

x x
→∞



For symmetric positive definite matrix Ay p

∇f x( )梯度方向 上函
2 2
1 1 2 2 1 2

3( ) 2 3 2 8f x x x x x x x= + + − + ∇f x( )梯度方向 上函
数的方向导数最大，即
函数值增长速度最快

1 1 2 2 1 2( )
2

f

2010年11月11日星期四 from J. R. Shewchuk "painless CG"                 



Gradient of quadratic formGradient of quadratic form
前一页例子的梯度方向场

2010年11月11日星期四 from J. R. Shewchuk "painless CG"                 

The points in the direction of steepest increase of f(x)



Iterations of Steepest Descent Methodp

[ ] [ ]1 13 21( ) 2 8
x x

f x x x
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
等值线图

[ ] [ ]1 2
2 2

( ) 2 8
2 62

f x x x
x x

= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 23 2 3 2 82 2
1 1 2 2 1 22 3 2 8

2
x x x x x x= + + − +

⎤⎡⎤⎡⎤⎡ 223 1x
求 最小值等价于求解( )f x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
8

2
62
23

2

1

x
x

设 ,最速
T]2,2[)0( −−=x ,

下降法搜索最小值
)0(

2010年11月11日星期四 from J. R. Shewchuk "painless CG"                 



负梯度方向即残差向量

1
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T

k k k k k k k k kg f x r x r A x r b x rα α α α α+ = + = + + − +

求α，使gk+1(α)达最小值

1 2k k k k k k k k k+

一元二次函数

确定了搜索方向
上的步长
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Storage:
Th t f ki t

循环次数=搜索步数，

是影响计算量的主要
因素

Wenjian Yu 17

Three vectors of working storage
Static storage for A (ie. no need to modify A)

因素



Steepest Descent Algorithm
收敛性理论

定理：A为SPD矩阵，其最大、最小特征值为λ1 λ定理：A为SPD矩阵，其最大、最小特征值为λ1, λn, 
则最速下降法有：

⎛ ⎞
⎜ ⎟

-- -
k

* *nx x x x1≤
λ λ

在A范数度量下的收敛因子为 ，可能收敛很慢1 n−λ λ

⎜ ⎟
⎝ ⎠

0- -
+k A A

n

x x x x
1

≤
λ λ

在A范数度量下的收敛因子为 ，可能收敛很慢

缺点
1 n+λ λ

每步搜索是局部最优，但整体上可能反复搜索相同
方向（迭代收敛慢）方向 代收敛慢

虽然rk是xk处的最速下降方向，但当rk很小时，由于
舍入误差 其计算值会严重偏离最速下降方向
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舍入误差，其计算值会严重偏离最速下降方向



整体上 搜索方向重复

T]1 ,5[)0( =x初始值

整体上，搜索方向重复

能否在每个正交方向上
仅搜索一次?

从图中观察到从图中观察到：
新解处的梯度(残差)方向与

前一搜索方向垂直。这一结

Wenjian Yu 19

前 搜索方向垂直。这 结
论具有普遍性!



Conjugate GradientConjugate Gradient 
AlgorithmAlgorithm 
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本节主要内容

共轭梯度法(Conjugate Gradient)
迭代法收敛速度与方法比较迭代法收敛速度与方法比较

采用预条件技术(Preconditioning)的CG法

Wenjian Yu 21



共轭梯度法－1
1 T T

如何用较少的步数搜索到 的最小值?
沿方向di的直线搜索----使f (xi+1)达局部最小值

1( )
2

f = −T Tx x Ax b x

沿方向di的直线搜索 使f (xi+1)达局部最小值
1 ia+ = +i i ix x d

ia =
T
i i

T

r d
d Ad1

1( ) ( ) ( ) ( )
2

T T
i i if a a a+ = + + − +i i i i i i ix x d A x d b x d

新解xi+1对应的残差向量与搜索方向di垂直
Tr d

i id Ad1( ) ( ) ( ) ( )
2 i i if +i i i i i i i

1 ia+ = − = − i i
i i i i iT

i i

r dr r A d r Ad
d Ad

由于r 为x 处梯度的反方向 所以新解处梯度方向垂直于搜索方向

1 0+ =T
i id r

能否沿一组正交基方向搜索?
由于ri+1为xi+1处梯度的反方向，所以新解处梯度方向垂直于搜索方向

对n元函数求最小值，最多只需n步搜索
1

*
n

δ
−

∑ d
{ }0 1 1, , , n−Ld d d 为一组正交基，将初始误

Wenjian Yu 22

0 0
0

j
j
δ

=

= − =∑ je x x d
{ }0 1 1n 为 组正交基，将初始误

差投影到这组基上



共轭梯度法－2
能否沿一组正交基方向搜索?

为一组正交基
0

iδ =
T
id e

{ }Ld d d
1

*
n

δ
−

= =∑e x x d 为 组正交基

1 iδ+ = −i i ix x d

iδ T
i id d

若 ，另一计算公式 iδ =
T
i id e

{ }0 1 1, , , n−Ld d d0 0
0

j
j
δ

=

= − =∑ je x x d
1

*
n

i i j jδ
−

= − =∑e x x d

该算法无法实现的原因：ei未知！

共轭正交方向搜索

1 i+i i i若 ，另 计算公式 iδ T
i id d

i i j j
j i=
∑

共轭正交方向搜索
未必要正交，只要线性无关

初始误差表示为这
种基的线性组合，
其系数为搜索因子

{ }0 1 1, , , n−Ld d d
选择一组“共轭正交”的基向量

其系数为搜索因子

0,   
( , ) :

0j

i j
i j

= ≠⎧
⎨
⎩

i Ad d 线性无关？
1n

δ
−

=∑e d α δ=使 则

1n

δ
−

=∑e d ( )
0,   j i j⎨> =⎩

i A
0

0
 ,j

j
δ

=

=∑ je d i iα δ= −使 ，则

( , )A
T T

i i i i i id e d Ae d r
计算 符合 部最优的直线搜索

,jδ
=

=∑i j
j i

e d
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( , )
( , )

A
i

A

α = − = − =i i i i i i
T T

i i i i i id d d Ad d Ad
可计算！符合局部最优的直线搜索iα



共轭梯度法－3
共轭正交方向搜索----四条性质

1 此方法是可行的 搜索n步即达到准确解1.此方法是可行的，搜索n步即达到准确解

2.沿方向di的搜索步长为 ,它使此步达局部最小iα =
T
i i

T
i i

d r
d Ad

3. xi+1是x0 +span 集合中使 达最小的向量A
e

1 1 1 1 1
2 2

T
n n n n n

T
kδ δ δ δ δ

− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∑ ∑ ∑ ∑ ∑T T

j k j je e Ae d A d d Ad d Ad

{ }0 1, , , iLd d d

1 1 1
1 1 1 1 1

i i i j j j j j k jA
j i j i j i k i j i

δ δ δ δ δ+ + +
= + = + = + = + = +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑j k j je e Ae d A d d Ad d Ad

2
1 1

2 22 2
1

i n i n

j j j j j j iξ δ ξ δ
− −

= + = + ≥∑ ∑ ∑ ∑T T
j j j je d d d Ad d Ad e

∀x∈ x0 +span                    
考虑其误差

{ }0 , , iLd d

1
*

0
0 0 0

i n i

j j j j j j
j j j
ξ δ ξ

−

= = =

′ ′= + − = +∑ ∑ ∑e x d x d d

4 即 垂直于前面所有搜索方向(性质2 )T

1
0 1 0 1

j j j j j j iA A
j j i j j iA

ξ δ ξ δ +
= = + = = +

+ + ≥∑ ∑ ∑ ∑j j j je d d d Ad d Ad e考虑其误差

⊥ d4.                    , 即ri垂直于前面所有搜索方向(性质2:          )0,  i j= >T
i jr d

根据 等号两边左乘 , k<i
1

,
n

jδ
−

=∑i je d T
kd A 0=T

k id Ae

⊥ -1i ir d
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j i=

0=T
k id r将k换成j，即得 0,  j j i= <T

ir d



共轭梯度法－4
共轭正交方向的构造

根据一组线性无关向量 构造A正交的{ }0 1Lu u { }Ld d d根据 组线性无关向量 构造A正交的{ }0 1, , n−u u

0 0=d u

{ }0 1 1, , , n−Ld d d

1

0

,
i

i i ij j
j

β
−

=

= +∑d u d 1, , 1i n= −L
类似于Gram-Schmidt
正交化过程

0,ijβ= + =T T T
j i j i j jd Ad d Au d Ad j i<

,ijβ
−

=
T
j i

T

d Au
d Ad

j i<

存在的问题：

在迭代过程中需存储每个
方向向量；

性质4推论：

,ijβ T
j jd Ad

j

0 i j= >Tr u

方向向量；
每一步的计算量较大

4. , 即ri垂直0,  i j= >T
i jr d
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性质4推论： 0,  i j= >i jr u 4.                       , 即ri垂直
于前面所有搜索方向

0, i ji jd



共轭梯度法－5
线性无关向量组怎么选取？怎么减小计算量？

是否可取 ？i i=u r是否可取 ？
ri与前面所有的搜索方向都正交，则与它们线性无关(新的独立方向)
根据性质4推论， 也说明了 线性无关

i iu r

0 i j= >Tr r { }0 1Lu u根据性质4推论， , 也说明了 线性无关

如果某个ri为零，则表明获得准确解，迭代过程可终止

计算量会减小吗？其实 中很多 为0

0,  i j= >i jr r

1i

β
−

= +∑d r d β

{ }0 1, , n−u u

计算量会减小吗？其实 中很多 为0
0

i i ij j
j

β
=

= +∑d r d ijβ

,i
ijβ

−
=

T
j

T

d Ar
d Ad

j i< 主要看分子 1j j j jα+ = −r r A d,ijβ T
j jd Ad

j j j j j

1j j j j jα α+ = − = −T T T T T
i i i j i j ir r r r r Ad r r d Ar

T 0β若j < i-1,

若j = i-1, j iα=−T T
i i jr r d Ar i= − ⋅

T
j jT T

j i i T

d Ad
d Ar r r

d r
i

ij Tβ = =
T T
i i i
T

r r r r
d r r r

0jα =T
j id Ar 0ijβ =
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j jd r
jα =

T
j j

T
j j

d r
d Ad

1 1i i− −j jd r r r
1

0

( )
j

T
j jk k j

k

β
−

=

= + =∑T T
j j j jd r r d r r r



CG算法CG算法
1) 选择x0, r0=b-Ax0, 取p0=r0

为保持和课本一致，将
前面推导中的dk换成pk1) 选择x0, r0 b Ax0, 取p0 r0

2) 对k=0, 1, … 直到 (或 )k ε≤r
T

k ε≤r b
k

kα =
k

T
k

T
k

r r
p Ap 搜索方向的步长

新迭代解1k k k kα+ = +x x p
1k k k kα+ = −r r Ap

新迭代解

更新剩余向量3:

1 1
T
k k

k T
k k

β + +=
r r
r r 若让k=n-1时结束

循环 变成直接解k k

1 1k k k kβ+ += +p r p 新的搜索方向

计算量

循环，变成直接解
法（总计算量~6倍
的Cholesky分解，
且舍入误差使r的正

计算量
每步迭代，一次矩阵向量乘，两次向量内积

存储量
个向量工作空间 (第 行之前 之后 两个 )

且舍入误差使r的正
交性丧失）

Wenjian Yu 27

4个向量工作空间 (第3行之前：r, p, Ap, x，之后：两个r, p, x)
矩阵 A的静态存储 (计算过程中不修改A)



CG算法例子CG算法例子

[ ] [ ]1 13 21( ) 2 8
x x

f x x x
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥[ ] [ ]1 2
2 2

( ) 2 8
2 62

f x x x
x x

= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 23 2 3 2 82 2
1 1 2 2 1 22 3 2 8

2
x x x x x x= + + − +

T]22[ −−=x ]2,2[)0( =x
T]8 ,12[)0()0( == rp

Tr r(0) (0)
(0)

(0) (0)

0.1733α = =T Ap
r r

p
[0 08 0 6133]T(1) (0) (0) (0) [0.08, 0.6133]Tα= + = −x x p

(1) (1) (0) (0) [4.6592, 3.365]Tβ= + = −p r p

(1) 0.4121α =

(2) (1) (1) (1) [2, 2]Tα= + = −x x p
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(2) (1) (1) (1) [2,  2]α+x x p

(2) (2) = =0, 0r p



共轭梯度法－总结 对2x2矩阵证明？

(1)理论上，经过n步迭代一定得到准确解。

(2)迭代解的残差向量 两两正交。

中断？

{ }0 1, ,Lr r(2)迭代解的残差向量 两两正交。

(3)搜索方向向量 两两A正交。

(4)当前解的残差向量与前面所有搜索方向都正交 与除

{ }0 1, ,

{ }0 1, ,Lp p

(4)当前解的残差向量与前面所有搜索方向都正交；与除
前一个外的前面所有搜索方向都A正交。

集合中使 达 小的向{ }(5)xi+1是x0+span 集合中使 达最小的向量。

(6)xi+1是x0+span 集合中使 达最小的向量。

{ }0 1, , , iLp p p
A

e
{ }0 1, , , iLp p p ( )f x( ) i+1 0 p

收敛性理论

{ }0 1 i
221 1( )

2 2A A
f = −Q *x e x

( )f

2
2 2

1
2 ,  cond ( ),  1, ,

1
i A

e
A i n

e
κ

κ
⎛ ⎞⎛ ⎞−

≤ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
L12

-
+

λ λ
λ λ

ii

n
矩阵A对称正定
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0 2 1A
e κ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠1 +λ λn

实际常有“超线性”收敛速度



Wenjian Yu 30



Wenjian Yu 31



Wenjian Yu 32



比较一下几种迭代法的公式
收敛性取决于谱半Jacobi:

G-S:
max( ) =ρ G λ

收敛性取决于谱半
径

G S:
SOR:

CG: 。。。

(每步迭代 次矩阵向量乘)
每步迭代的计算量大体
相同，计算量取决于迭

Wenjian Yu 33

(每步迭代，一次矩阵向量乘) 相同 计算 取决于
代步数，也即收敛速度



迭代法的收敛性评价

+1lim =ke
c

迭代法的收敛性评价

lim
→∞ rk

k

c
e

r=1, 且c<1, 线性收敛
r>1, 超线性收敛
r=2, 平方收敛
… …… …

根据误差递减情况判断
收敛阶：
10-2, 10-3, 10-4, 10-5, …
10-2, 10-4, 10-6, 10-8, …
10-2, 10-3, 10-5, 10-8, …
10-2, 10-4, 10-8, 10-16, …

Linear, with 
10 1 每步获1位精度

1/R
c=10-1, 每步获1位精度
c=10-2 , 每步获2位精度

R l ( )
每步获精

Wenjian Yu34

R c− 10= log ( )
c        R

度位数：



λ
对称正定矩阵

c = max

min

κ =
λ
λ

保守的

m个不同的特
征值

35Wenjian Yu



记住 这里的A均对称正定记住：这里的A均对称正定

M-1与A-1近似

实际上为保证对称性，
对新矩阵L-1AL-T用CG
解 其中M LLT解，其中M=LLT

对原算法进行适当的修对原算法进行适当的修
改后，不须显式地包含
L矩阵，见算法 11.2, 
pp 407pp. 407
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算法 预条件
1ˆ T− −A = L ALCG算法 – 预条件 ˆ ˆˆ⇔ =

A = L AL

Ax = b Ax b
对 应用 算法ˆ ˆ

1) 选择x0, r0=b-Ax0

1ˆ ˆ, T−= =b L b  x L x其中对 应用CG算法：ˆ ˆˆ =Ax b

不要生成 !Â

2) 对j=0 1 直到 (或 )ˆ ε≤r ˆˆ ε≤r b

1
0 0 0 0 0 0 0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,   , −= = − = =Tx L x r b Ax L r p r 不要生成 !A

2) 对j 0, 1, … 直到 (或 )j ε≤r
ˆ ˆ

ˆjα =
T
j jr r

j ε≤r b
ˆ ˆ

=
T
j jr r ˆ ˆ

=
T
j j

T

r r
ˆ( )T

j j
−=设p L pˆˆ ˆj

j

α
T
jp Ap

1ˆ ˆ ˆj j j jα= +x x p

1ˆ ˆT
j

− −T
jp L AL p j

T
jp Ap

( )j j设p L p

1j j j jα+⇒ = +x x p1j j j jα+ +x x p

1
ˆˆ ˆ ˆj j j jα+ = −r r Ap

ˆ ˆT

1j j j j+ p
1

1ˆ ˆj j j jα −
+⇒ = −r r L Ap

1 1ˆ ˆ
ˆ ˆ

T
j j

j T
j j

β + +=
r r
r r
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j j

1 1ˆ ˆ ˆj j j jβ+ += +p r p 1 1ˆT
j j j jβ−
+ +⇒ = +p L r p



1

T=M LL

1
0 0

−=p M r

1 1 1

1
( , ) ( , )
                  ( , )

T
j j j j

j j

− − − −

−
=
=

L r L r r L L r
r M r

等号两边乘L
j j

1 1
1 1

T
j j

− − −
+ +=L L r M r

1 ?j j
−=令z M r

1) 相比不带预条件的CG算法，每个迭代步中要额外求解
和 为系数的线性方程组各 次TL−

1L−

和 为系数的线性方程组各一次

2) 算法的形式比较简洁，但要事先得到M的Cholesky分解

TL
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) y
M-1与A-1近似



与课本pp. 407
算法11.2相同

1) 相比不带预条件的CG算法，每次迭代要额外求解M为系数1) 相比不带预条件的CG算法，每次迭代要额外求解M为系数
的线性方程组一次

2) 算法的形式简洁 不需要事先算M的Ch l k 分解
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2) 算法的形式简洁，不需要事先算M的Cholesky分解


