
高等数值算法与应高等数值算法与应用
（二）

Advanced NumericalAdvanced Numerical 
Algorithms & Applicationsg pp

计算机科学与技术系 喻文健计算机科学与技术系 喻文健



Lecture 1Lecture 1
误差来源：计算之前的、计算过程中的

Absolute Error & Relative Error
Data Error & Computational Errorp
Truncation Error & Rounding Error

计算过程中产生的两种误差

Forward Error & Backward Error
计算 程中产 种

就是最终误差 最终误差在输入上的等效

条件数用来度量问题对输
入误差的放大倍数

Sensitivity & Conditioning
就是最终误差 最终误差在输入上的等效

对问题而言 iti ill diti d

Stability & Accuracy
对问题而言；sensitive = ill-conditioned

算法 言 稳 算 中 致 终 算 条对算法而言；稳定指计算过程中误差对结果
的影响不大; 以BEA论，邻近问题的准确解

导致最终计算准确的条件：
不敏感的问题＋稳定的算法

Rounding Error: Overflow Underflow Rounding (ε )

Wenjian Yu 2

Rounding Error: Overflow, Underflow, Rounding (εmach), 
Cancellation 



内容概要内容概要

矩阵分解及其应用

六大分解简介六大分解简介

矩阵与线性方程组求解基本理论矩阵与线性方程组求解基本理论

LU分解, Cholesky分解及其应用

Q 分解与线性最小 乘问题QR分解与线性最小二乘问题

特征值分解、奇异值分解(SVD)及其应用特征值分解、奇异值分解(SVD)及其应用

稀疏矩阵的直接解法
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“The Big-Six” MatrixThe Big-Six  Matrix 
DecompositionDecomposition
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“六大”矩阵分解 – “十大算法” 有用且稳定六大 矩阵分解 – 十大算法 ，有用且稳定

Cholesky分解 TA LL=
高斯 提出A对称正定方阵

选主元的LU分解

高斯(1777-1855)提出一
种消去过程来化简二次型

J bi(1804 1851)提出对
PA LU=选主元的LU分解

A非奇异方阵

QR分解

Jacobi(1804-1851)提出对
双线性函数 的分解

PA LU
PAQ LU=
A QR

ϕ( , )x y

QR分解

任意A矩阵

A QR=
＝

＝

1907, Schmidt

特征值分解（谱分解）

A非亏损方阵 或实对称方阵

1A X XΛ −= TA Q QΛ=
1829, CauchyA非亏损方阵，或实对称方阵

Schur分解
TA QRQ= HA QRQ=

1829, Cauchy

1909, Schur
A实方阵，R拟上三角阵；A复矩阵，R上三角阵

奇异值分解 TA U VΣ= 1873 B lt i
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奇异值分解

任意A矩阵

A U VΣ 1873, Beltrami
1874, Jordan



P. S. Dwyer, Linear Computations, 1951 A. S. Householder, Principles of 
Numerical Analysis, 1954
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为什么这些矩阵分解这么重要？为什么这些矩阵分解这么重要？

一些历史

这些分解方法的思想在1909年前都已确立

von Numann, Householder, Wilkinson的贡献, , 的贡献

矩阵分解的好处
简化问题 导出算法简化问题，导出算法

计算的复用 降低计算代价

例如：求解Ax=b, ATx=b, 计算xTA-1x 
计算的复用，降低计算代价

发现不同算法的内在统 性 简化误差分析
将高斯消去法分成两步，第一步LU分解代价高，可复用

发现不同算法的内在统一性，简化误差分析

许多矩阵分解可以更新 节省计算量
高斯消去法的五种主要形式

许多矩阵分解可以更新，节省计算量

根据矩阵分解 可开发标准 有效的程序包

例如：求A+xxT的Cholesky分解

Wenjian Yu 7

根据矩阵分解，可开发标准、有效的程序包



Fundamentals of 
Matrix and the Solution 
f Li E iof Linear Equations
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本节主要内容

向量范数、矩阵范数

矩阵的条件数矩阵的条件数

线性方程组求解的敏感性分析

残差（residual）与算法稳定性
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模

often use

Manhattan norm

Euclidean norm
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按几种范按几种范
数定义出
的单位圆

∞∞
≤≤≤ xxxxxx nnn 1221   and , ,
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All p-norms are equivalent, except 
for differing by a constant



正定性、齐次性、
三角不等式三角不等式

三角不等式

T 1/ 2( )A例：
T 1/ 2( )=x x Ax

A为对称正定矩阵
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算子范数

向量范数诱导出向量范数诱导出
的范数

-1 ?=A[ ][ ]
How to remember?
How to prove?[ ]
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范数的普遍定义范数的普遍定义

例：Frobenius范数
2 1/ 2( )

n n

i jF
a= ∑∑A ,

1 1
( )i jF

j i= =
∑∑

条

对方阵的要求

相容性条件，
诱导范数满足的条件
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回忆条件数的普遍定义其值与采用的范
数有关 但对相 结果的 输 数据的数有关，但对相
关分析影响不大

结果的
相对误差

输入数据的
相对误差

矩阵的行列
式不能指示
是否近奇异 矩阵变换造成单位圆
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是否近奇异 矩阵变换造成单位圆
的扭曲、变形程度



矩阵条件数的定义：

一般问题的条
件数可能小于1件数可能小于1

若采用2-范数，则若采用2 范数，则
cond(Q)=1, Q为正交阵
cond(QA)=cond(AQ)=
cond(A)cond(A) 

Matrix cond.mMatrix_cond.m
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比需要评价精
度的求解过程
更费事更费事

副产品副产品

关键： 详细见课本例
2.7, p. 48-49
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若使用2-范数，条件数通过奇异值分解(SVD)得到



MATLAB中相关函数

或 用于计算 条件数 它调用函数cond(A)或cond(A, 2)用于计算2-条件数，它调用函数
svd(A)，适合于较小的矩阵。

cond(A, 1)计算1-条件数，它调用函数inv(A)，运算量
小于cond(A, 2)。
cond(A, inf)计算∞-条件数，它调用函数inv(A)，等同
于计算cond(A’, 1)。
condest(A)估算1-条件数，它使用lu(A)以及Higham和
Tisseur 2000年提出的一个算法，特别适合于大型稀疏
矩阵。

rcond(A)估算1-条件数的倒数，它使用lu(A)以及由rcond(A)估算1 条件数的倒数，它使用lu(A)以及由
LINPACK和LAPACK项目组开发的一个较老的算法。
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线性方程组求解问题的敏感性
考虑右端项变化
的误差分析

线性方程组求解问题的敏感性

的误差分析

-1 -1Δ = Δ ≤ ⋅ Δx A b A b
= ≤ ⋅b Ax A x

Δ = Δ ≤ Δx A b A b

相对误差放大倍数
的上限，与一般条
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的 限 与 般条
件数定义保持一致



线性方程组求解问题的敏感性线性方程组求解问题的敏感性

-1ˆ ˆΔ = − ⇒ Δ = −A x Ex x A Ex

线性方程组解的敏感性的几何解
释(2x2矩阵)释( 矩阵)
线性方程组求解：两直线求交点

左右两图分别反映了良态问题和
病态问题两种情况病态问题两种情况。
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线性方程组求解问题的敏感性

IEEE标准的机器精度
～10-7 (单精度浮点)

10 16 (双精度浮点)
数据传递误差

～10-16 (双精度浮点)

For
采用双精度浮点
数，在一定程度

克 条件数上可克服条件数
大带来的问题
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说明两点

前面的解相
对误差分析
仅能控制最

对于系数差别很
大的方程

仅能控制最
大分量

后面将介绍
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残差、剩余

并不 时变小或变大并不同时变小或变大

-1= Δ ⇒ Δ = −r -A x x A rΔ ⇒ Δr A x x A r

定义定义

若相对残差很小 且问题良态
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若相对残差很小，且问题良态，
则解准确。



若算法稳定 则相对残差若算法稳定，则相对残差一
定小；

反过来，相对残差小，不一
定算法稳定 定解准确

向后误差分析

定算法稳定、不一定解准确

相对残差：

用“相对残差”作后
验误差分析：验误差分析：

1. 若相对残差大，说
明算法不稳定；例：用4位十进制运算解方程 明算法不稳定；

2. 若已知问题条件数

很小，相对残差小则

1

2

xAx bx
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
0.913 0.659 0.254
0.457 0.330 0.127

例：用4位十进制运算解方程

很小，相对残差小则
说明解准确x̂ ⎡ ⎤−= ⎢ ⎥⎣ ⎦

0.0827
0.5  ,  30.0051ˆ 10

0.2061
r b Ax −⎡ ⎤= − = ×⎢ ⎥−⎣ ⎦

解得

Wenjian Yu 24

⎣ ⎦
4

1 2.1 10r −= × ，相对残差也很小，但准确解 , 1
1

x ⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
Cond(A)1=1.6x104



Pivoted LU 
Factorization and 
Cholesky Factorization
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本节主要内容

高斯消去过程与部分选主元LU分解

算法的稳定性与程序实现算法的稳定性与程序实现

计算复用与矩阵更新

提高解的准确度

对称正定矩阵的Cholesky分解对称正定矩阵的Cholesky分解

对称不定矩阵的处理

有关软件与程序
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高斯消去法的思路

To solve linear system, transform it into one whose 
solution is same but easier to computesolution is same but easier to compute
怎样的线性方程组易于求解？

If one equation in system involves only one component ofIf one equation in system involves only one component of 
solution, that component can be computed by division
If another equation in system involves only one additionalIf another equation in system involves only one additional 
solution component we can solve for it by substitution

only one new component per equation… … only one new component per equation … …
系数矩阵是triangular matrix !

怎样变换线性方程组而不改变解？怎样变换线性方程组而不改变解？
Pre-multiply (from left) both sides of linear system Ax=b
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by any nonsingular matrix M
怎样选取M矩阵以达到目的？



排 矩阵与初等消去矩阵排列矩阵与初等消去矩阵
置换阵

Permutation matrix P has one 1 in each row and 
column and zeros elsewhere. ⎡ ⎤1 0 0 0column and zeros elsewhere.

P是正交矩阵，P的乘积也是排列阵

PA reorders rows of A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0PA reorders rows of A

, cond(P) =1, cond(PA)=cond(A)
How about AP?

1=P
How about AP?

Elementary elimination matrix M has form like
M为单位下三角阵 对角线下方除M为单位下三角阵，对角线下方除
一列元素外均为零

的效果

1 0 0 0

0 1 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥MA的效果？

将M对角线下方非零那列元素取相
反数则得到其逆矩阵 1

1

0 1 0 0
0 1 0

0 0 1

km +

⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
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反数则得到其逆矩阵M-1 0 0 1nm−⎢ ⎥⎣ ⎦



Mk called ele-
mentary elimination 
matrix, with form,

主元1 0 0 0

0 1 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

1

0 1 0 0
0 1 0

0 0 1

km

m

+

⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

mk+i为相应元素与主
元的比值

0 0 1nm⎢ ⎥⎣ ⎦

元的比值

消元中用mk+i乘以当
前行加到相应行上
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乘积结果为
下三角部分

Lk

合并

k

主对角线上全1

在高斯消元过程在高斯消元 程
中，对b操作的
最终结果为y
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To annihilate s bdiagonal entries of second col mn M M ATo annihilate subdiagonal entries of second column, M2M1A =
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The original system is reduced to triangular system

So that,
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So that,



选主元的高斯消去法
消元中的乘子应越小越好

Why and how
Zero pivot causes break down of elimination procedure

消元中的乘子应越小越好
避免舍入误差放大

p p
选主元: choose some entry with large magnitude in the 
unreduced submatrix, permute it into diagonal pivot u educed sub at , pe ute t to d ago a p ot
position
部分(列)选主元，全选主元部分(列)选主元，全选主元

部分选主元的矩阵描述

矩阵Pi为初等交换阵，通过交换单位阵的第i行和第j行(j>i)
得到 P为特殊的排列阵 其逆矩阵为自身得到。Pi为特殊的排列阵，其逆矩阵为自身

PiM的效果为将矩阵M的第i行和第j行交换，MPi的效果为将
矩阵M的第i列和第j列交换
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矩阵M的第i列和第j列交换

矩阵Mi为初等消去矩阵



选主元的高斯消去法

部分选主元的矩阵描述

等价于将矩阵 的第n-1行和某个第j行
(j>n 1)进行交换 然后对结果矩阵实施第n 1列和第j列交(j>n-1)进行交换，然后对结果矩阵实施第n-1列和第j列交
换，由于矩阵 的结构，易知 仍是一个
仅第n-2列有非对角线非零元的初等消去矩阵 记仅第n-2列有非对角线非零元的初等消去矩阵，记

同理， 为仅第n‐3列有非对同理， 为仅第n 3列有非对
角线非零元的初等消去矩阵
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选主元的高斯消去法

部分选主元的矩阵描述

记

矩阵Li为仅在对角线下方第i列有非零元的初等消去矩阵，
为单位下三角矩阵为单位下三角矩阵

为排列矩阵

实际编程时，用一个整型数组Ip即可表示排列阵P，Ip[i]为
它第i行的1所处的列编号 则I 的初始值为(1 2 ) 第i它第i行的1所处的列编号。则Ip的初始值为(1,2,…,n)，第i
步选主元时交换第i和第ji行，为反映矩阵P的变化，需将
Ip[i]和Ip[j ]的值进行交换
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Ip[i]和Ip[ji]的值进行交换。

得到P矩阵的Matlab命令为：I= eye(n); P=I(Ip, :);



选主元的高斯消去法选主元的高斯消去法

取矩阵(i,j)位置元素变( ,j)
为A(p[i], j)

的元素为L的元素为A(p[2], 1); 
A(p[3], 1:2)

U的元素为A(p[1] 1:3);
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U的元素为A(p[1], 1:3);
A(p[2], 2:3); A(p[3], 3) 



高斯消去法 LU分解
存储情况

高斯消去法、LU分解
存储情况

• U存在于矩阵A的上三角部分, 组成L的倍乘因子覆盖 A的严格
下三角部分下三角部分

• 选主元时，不实际进行行交换，附加数组Ip便记录了新、旧
的关系行号的关系

算法复杂度算法复杂度

• LU分解~n3/3 次浮点乘法、浮点加减法，向前、向后回代 ~ 
次 算n2 次运算

• 任何情况下，避免直接计算A−1，从性能、准确度考虑

,PA = LU -1 -1x = U L Pb
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LU分解的算法稳定性LU分解的算法稳定性

假设计算解 满足 则矩阵上的向后误差 反
映求解算法的稳定性

Wilkinson在[J. ACM, 1961]对高斯消元法进行了仔细的向后
误差分析，得出如下结论(做了简化)

mach
E n
A

≤ ρ ε

其中增长因子 ρ是U最大元素与 A最大元素的比值；

增长因子是反映舍入误差的放大的关键参数，对各种直接解法的稳定

不选主元LU分解，ρ可能很大，ρ→∞，因此算法不稳定；

性分析都有效。

部分选主元，ρ ≤2n-1，但一般很小，大多数情况下<10，因此
算法是稳定的。
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怎么证明ρ ≤2n-1? 构造极端的例子



LU分解的编程实现LU分解的编程实现
1. For k=1 to n-1
2 For i k+1 to n

选主元语句插入 a a a a⎡ ⎤L
(KIJ version)

2.     For i= k+1 to n
3.
4 For j= k+1 to n

:= /ik ik kka a a 行倍乘因子

11 12 13 1

21 22 23 2

n

n

a a a a
a a a a
a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

L
4.            For j= k+1 to n
5.
6 End

:= -ij ij ik kja a a a
31 32 33 3na a a a⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L
M M M O M

6.            End
7.      End
8 End

1 2 3n n n nna a a a⎢ ⎥⎣ ⎦L

8. End

算法变种

• 三重循环变量k, i, j可变换顺序，最多可
得到6种算法实现

• 直接三角分解+L对角线为1/U对角线为1
(Doolittle/Crout分解)，选主元变化
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• 对不同的矩阵结构(稀疏存储)、不同的计算机系统结构(缓存、多CPU、
向量化)，各个变种算法性能不同



LU分解的五种主要形式LU分解的五种主要形式

白色区域：原矩阵元素

灰色区域：分解结果矩阵元素

浅灰色区域：分解过程的中间结果浅灰色区域：分解过程的中间结果

边界条状区域：当前处理元素

若标量描述是不同的算法，但
都是相同的矩阵分解，只需做
一次数值分析(稠密矩阵)
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编程实现的一个细节

Solve a upper triangular system             :  

编程实现的 个细节

=Ux b
⎛ ⎞

回代过程

,n n nnx = b u
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
+1

- -1 1L
n

i i ij j ii
j=i

x = b u x u ,   i = n , , .
Algorithm

For j = n to 1 {loop backwards over columns}
If ujj = 0 then stop {stop if matrix is singular}

b / { l i }

Algorithm

xj:= bj / ujj {compute solution component}
For i = 1 to j-1

bi:= bi – uijxj {update right-hand side}bi:  bi uijxj {update right hand side}
End

End 标量乘向量

两个向量的内积
For i = j+1 to n

bj:= bj – ujixi

两个向量的内积

End
xj:= bj / ujj

这种编程实现上的差别可能会导致程
序性能的差别，特别是对于大规模的
问题（依赖于所用的编程语言和计算
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问题（依赖于所用的编程语言和计算
机系统）



计算复用与矩阵更新

修改问题的求解

计算复用与矩阵更新

修改问题的求解

多右端项问题

LU分解矩阵A，针对B的每列做回代

1 1− −X = U L PBAX = B, PA = LU
LU分解矩阵A，针对B的每列做回代

系数矩阵的秩1改变(rank-one update)
Sherman-Morrison 
formula

1 1 1 1 1 1( ) (1 )T T TA uv A A u v A u v A− − − − − −− = + −
1 1 1 1 1 1( ) (1 )T T Tx A uv b A b A u v A u v A b− − − − − −+

Steps:

( ) (1 )x A uv b A b A u v A u v A b= − = + −

 Solve  for  so 11. ,Az u z z A u−= = work2( )nO
 Solve  for  so 
 Compute 

12. ,
3. (( )/(1 ))T T

Ay b y y A b
x y v y v z z

−= =
= + −

work( )nO
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提高解的准确度
Rescaling系数调整

提高解的准确度
g系数调整

行调整、列调整，影响矩阵条件数，也影响选主元

尽量使矩阵元素大小差不多，有可能改善条件数

系数大小极不平衡的例子：
Cond(A)=1/ε

1

2

1 0 1
0

x
x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ε ε⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

对一般的情况，如何调整不是很显然的。

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
右端扰动[0, -ε]T，解由[1, 1]T变成[1, 0]T. 若进行行调整，则变成良态

Iterative Refinement迭代求精
For approximate solution x0, compute residual 0 0r b Ax= −0

Now solve                     and take                         as new solution
0 0

0 0Az r= 1 0 0x x z= +

1 0 0 0 0 0 0( ) ( )Ax A x z Ax Az b r r b= + = + = − + =
Repeat the process to refine solution successively to convergence
保存原矩阵以及L, U
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在有些情况下有效果，同时应注意舍入误差(抵消)



Cholesky分解定理Cholesky分解定理

1 如果对称矩阵A各阶顺序主子式≠0，则它可唯一分解为：1.如果对称矩阵A各阶顺序主子式≠0，则它可唯 分解为：

其中L为单位下三角阵，D为对角阵。
2.若矩阵A同时正定，则存在实的非奇异下三角矩阵L，若矩阵 同时正定 则存在实的非奇异下 角矩阵

若限定L 对角线元素 0 则此分解唯

TA LL=
若限定L 对角线元素>0，则此分解唯一。

In 2x2 case for exampleIn 2x2 case, for example,
a a l l l
a a l l l

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

11 21 11 11 21

21 22

0
0

which implies

a a l l l⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦21 22 21 22 220

l /l l l l 2
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,l a=11 11 / ,l a l=21 21 11 l a l= − 2
22 22 21



Ch l k 分解算法Cholesky分解算法

可根据LU分解算法的kij版本进行修改 考虑对称性

⎡ ⎤

可根据LU分解算法的kij版本进行修改，考虑对称性；

此外，仅取A的下三角部分，L的结果将其覆盖。
l
l l
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

11

21 22

0 0

0

两点区别：L不是单位下三角；
A为对称矩阵

n

n

a a a
a a a⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

11 12 1

21 22 2

n n nnl l l
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦1 2

0
1. For k=1 to n
1’.        kk kka a= for k =1 to n课本算法2 7

n n nna a a
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦1 1

2.     For i= k+1 to n
3. /ik ik kka a a=

for k =1 to n

for i = k+1 to n
kk kka a=

/

课本算法2.7

4.            For j= k+1 to i
5. ij ij ik jka a a a= − ⋅

end
for j =k+1 to n

/ik ik kka a a=

6.            End
7.      End

j j j
for i =j to n

end
ij ij ik jka a a a= − ⋅
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8. End
end

end
end



Ch l k 分解算法Cholesky分解算法

采用直接三角分解的方式推导算法 同时仅取A的下采用直接三角分解的方式推导算法，同时仅取A的下

三角部分，L的结果将其覆盖。

n

n

l l l l
l ll l

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

11 11 21 1

22 221 22

0 0
0

0

注意列方程的顺序

计算出变量的顺序 =Afor j =1 to n
1

2
j

a a a
−

= − ∑
nnn n nn ll l l

⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦1 2

0
0 0

=A

for i = j+1 to n
1

jj jj jk
k

a a a
=

= − ∑
矩阵元素计算过程的图示

  j   

d

1

1
( )/

j

ij ij ik jk jj
k

a a a a a
−

=

= − ∑
end

end
TA LL=若 , 则
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2 2
1jj j jja l l= + +

,



对称正定矩阵的Cholesky分解算法

算法复杂度 仅需要n3/6次乘法运算和差不多的加• 算法复杂度：仅需要n3/6次乘法运算和差不多的加
法运算，是LU分解的一半计算量

对 对称 定矩阵 所有 个平方根运算的操• 对于对称正定矩阵，可证明所有n个平方根运算的操
作数都为正数，算法可行

• 仅使用矩阵A下三角部分的元素，因此上三角部分
元素可不存储

只利用A的一半信息;
• Matlab命令为chol(A)
• 算法的稳定性(考虑LU分解)

只利用A的 半信息;
缺省得到上三角矩阵(R’*R=A);
用于检查对称矩阵的正定性.

• 算法的稳定性(考虑LU分解)
T TA LU L D D L LL= = =

1 12 2
0 0 0

TU D L=
12

TU LD
12U LD= 2

增长因子
{ }

{ }
{ }
{ }

{ }
{ }

ρ
2( )T

ij jj ijmax l lmax U i, j max l
= = ≤ ≤ 1
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{ } { } { }iiij ij
max amax a max a

算法稳定！



对称矩阵的LDLT分解与对称不定矩阵

若不正定 Cholesk 分解会发生中断若不正定，Cholesky分解会发生中断

考虑LU分解的一个变种
TA LDL=

TU DL= , D为对角阵

因为LU分解唯一，此分解也唯一

L非对角线元素可能很大(增长因子>>1)，算法不稳
定，需考虑选主元定，需考虑选主元

仅仅对称选主元仍可能使增长因子 算法不稳定

P为排列阵，选主元是做对称交换T TPAP LDL=
仅仅对称选主元仍可能使增长因子>>1，算法不稳定

实际采用的为Aasen算法或Bunch和Parlett给出的
算法 T TPAP LDL=

D为三对角矩阵，或含1x1或2x2子
块的分块对角阵。 能保证L非对角
元素不大于1 使算法稳定性
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分解的计算量~ n3/3 flops
元素不大于1，使算法稳定性



Matlab有关命令的说明Matlab有关命令的说明

lu命令
部分选主元 分解 均能处理“稀疏”矩阵部分选主元LU分解，均能处理“稀疏”矩阵

Y=lu(A); 丢弃排列阵P的信息

[L, U]=lu(A); A=LU, L为经行排列的单位下三角阵

[L, U, P]=lu(A);  P为矩阵，若加参数’vector’，则为向量

[L,U,P,Q] = lu(A), [L,U,P,Q,R] = lu(A), 针对稀疏矩阵的
算法

chol命令
R = chol(A); 仅读A上三角部分形成对称矩阵，再分解R  chol(A); 仅读A上三角部分形成对称矩阵，再分解

L = chol(A,‘lower’); 仅读取A下三角部分

得到的对称矩阵若不正定，则出错退出得到的对称矩阵若不正定，则出错退出

[R,p] = chol(A); 若A正定，返回p=0；否则分解到第p行
中断，则RTR=A(1:q 1:q) q=p-1
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中断，则R R=A(1:q,1:q), q=p-1.
[R,p,S] = chol(A), 等等，针对稀疏矩阵



线性方程组求解的程序包/软件

一般(非稀疏)的系数矩阵
部分主元 U分解 回/前代过程

线性方程组求解的程序包/软件

Source Factor Solve Condition 
estimate

部分主元LU分解，回/前代过程

前缀s,d,c,z
矩阵条件数估计

estimate
LINPACK sgefa sgesl sgeco
LAPACK sgetrf sgetrs sgecon
NR l d l bk b矩阵条件数估计

特殊类型系数矩阵
更有效的存储方式

NR ludcmp lubksb
MATLAB lu \ rcond/condest

更有效的存储方式 … … … …

Source Symmetric Symmetric Generaly
positive define

y
indefinite banded

LINPACK spofa/sposl ssifa/ssisl sgbfa/sgbsl
LAPACK t f/ t t f/ t bt f/ btLAPACK spotrf/spotrs ssytrf/ssytrs sgbtrf/sgbtrs
NR choldc/cholsl bandec/banbsk
Matlab chol \ \

LINPACK
Widely used / benchmark to evaluate computer performance
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Widely used / benchmark to evaluate computer performance
LAPACK is revision; both are available from Netlib



Basic Linear Algebra Subprograms (BLAS)
LINPACK and LAPACK are based on low level BLASLINPACK and LAPACK are based on low-level BLAS
BLAS encapsulate basic operations on vectors & matrices so 
they can be optimized for given computer architecture

封装

they can be optimized for given computer architecture
Generic Fortran versions available from Netlib; optimized 
versions provided by computer vendors
Key to good performance is data reuse. Level-3 BLAS have more 
opportunity for data reuse, and hence higher performance.

级别 TOMS # 运算量 例程序 功能

1 539
saxpy
sdot

Scalar x vector + vector
Inner product( )nO

Algori. No. 679 

1 539 sdot
snrm2

Inner product
Euclidean vector norm

2 656
sgemv
strsv

Matrix-vector product
Triangular solution

( )nO

( )n2O in ACM Trans. 
on Math. Soft.

2 656 strsv
sger

Triangular solution
Rank-one update

3 679
sgemm
strsm

Matrix-matrix product
Multiple triang. solutions

( )nO

( )n3O
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3 679 strsm
ssyrk

Multiple triang. solutions
Rank-k update

( )nO



Assignment

阅读课本第 章有关内容阅读课本第二章有关内容

阅读文献:   (“教学资源”--” top 10 algorithm”)阅读文献 ( 教学资源 p g )

G. W. Stewart, “The decompositional 
approach to matrix computation ” Computingapproach to matrix computation,  Computing 
in Science and Engineering, Vol. 2, No. 1, pp. 
50-59, 2000
作业题见网络学堂作业题见网络学堂
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