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Review of Complex ArithmeticReview of Complex Arithmetic
复平面与复数表示

z x iy+z x iy= + imaginary unit 1−

Im(z) +i cos sinie iθ θ θ= +

根据欧拉定理： ??

Im(z)
y z = x+iy

r

cos sine iθ θ+

θ
Re(z)θ

x
iz re θ=

,r z= arctan( / )y xθ =其中

极坐标形式

-y
z = x-iy complex conjugate

,r z arctan( / )y xθ其中

2 2z zz x y= = +复数的模： ,     iz re θ−=
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Review of Complex ArithmeticReview of Complex Arithmetic
复数的算术运算

两个复数的+ x /运算需( ) ( )i× + +

1 2 1 2 2 1 1 2x x y y x y x yz + −

两个复数的+,-,x,/运算需
要2到11次实数运算

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )z z x x y y i x y x y× = − + +

1 2 1 2 2 1 1 21
2 2 2 2

2 2 2 2 2

x x y y x y x yz iz x y x y
+

= +
+ +

一个复数乘以 i，等价于将其

iz re θ=极坐标形式

1 2( )
1 2 1 2

iz z r r e θ θ+× =
( )i θ θ

个复数乘以 i，等价于将其
在复平面上逆时针旋转π/2

Im(z)
iz re θ=1 2( )

1 2 1 2( ) iz z r r e θ θ−=

Re( )θ

z re=
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Re(z)



离散周期函数的三角函数逼近离散周期函数的三角函数逼近

三角函数适合于逼近带周期性的函数三角函数适合于逼近带周期性的函数

离散周期函数(表格函数)的三角函数逼近

因为

( )x t复函数 的周期为2π，将[0, 2π]作n等分, 得到表格函数:

(2 ) 0 1 1k k { }1 i it t jt jt因为(2 ),    0,1,..., 1.kx x k n k nπ= = −

{ }( 1)1 it i n te e −函数族 在区间[0 2π]上的复函数空间是正交的

{ }1,cos ,sin , ,cos ,sin ,t t jt jt" "
为 [0, 2π]上实函数空间的正交函数族,

{ }( )1, , ,e e"函数族 在区间[0, 2π]上的复函数空间是正交的.

并且在离散点集 上，这些函数也具有正交性.{ }2 ,    0,1,..., 1k n k nπ = −

因此， 在这n个点上的最小二乘傅立叶逼近为( )x t
1n− 21( ( ), ) 1 kimt n imx t e π− −

∑
0

( ) ,imt
m

m
S t y e

=

= ∑ 其中
0

( ( ), ) 1 ,  0,1,..., 1
( , )

n
m kimt imt

k

x t ey x e m n
e e n =

= = = −∑
21 kn im π−

(注意复向量内积定义)
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由于n阶逼近就是插值，所以
0

( )
im

n
k k m

m
x S t y e

=

= = ∑



为了记号简单，引入为了记号简单，引入
“旋转因子”的概念

注意幅角中的”−”

旋转因子

注意幅角中的

n次单位根

旋转因子

4 =4 1x 的四个根

Clockwise
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DFT把一个复数序DFT把 个复数序

列变换为另一个复
数序列

比较前面离散周期函数的
逼近: 1逼近: 1

0

1( ) ,
n

imt
m

m
S t y e

n

−

=

= ∑

为对称矩阵

0   0   0   0

nF 为对称矩阵

0   1   2   3
0   2   4   6
0 3 6 90   3   6   9

1
4 iω = −
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DFT反变换DFT反变换

F 为对称阵 所有nnF
Fn为对称阵，所有

元素模为1
⋅n

将 看 的 数

nF
将x看成k的函数；

则插值函数为1，
− π2 /k i k neω

三角插值
, …= /

n eω
− − −= π( 1) ( ) /n 2 1k i n k n
n eω
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求插值系数 my



−

= ∑
0

1n
km

k m ny x ω
−

−
− = ∑ ( )

1

0

n
n k m

n k m ny x ω
=0m

=0m

− ⋅ = =( ) 1n k m km nm
n n nω ω ω

共扼, 对任意 m

1

0

1( ) ,
n

imt
mS t y e

n

−

= ∑

( )n m k mk

0m n=

− −( )n m k
nω −mk

nω与 代表
相同频率三角函数

n为偶数
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n为偶数



普遍成立，只普遍成立，只
要n为偶数

频率上没有明
显特征
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显特征



8个采用点可能表示8个采用点可能表示
的频率最高的周期性

从频域上看，仅
最高频率分量非
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零(单纯的四倍频)



Id f F t DFT (FFT)Idea of Fast DFT (FFT)
k设

−

= = + + + +∑
1

-1"
n

km ny x x x x xω α α α2

 = ≤ ≤, 0 1k
n k nωα −设 多项式插值的形式

=

= = + + + +

= + + + + + + +

∑
                   ( ) ( )

( ) ( )

0 1 2 -1
0

0 2 4 1 3 5

"

" "
k m n n

m
y x x x x x

x x x x x x
DFT DFT

ω α α α

α α α α α2 4 2 4

= + ⋅                   ( ) ( )
2 2n neven k odd kDFT x DFT xα( )n kDFT x

设 为偶数 注意到旋转 的复数根 有 述性质设n为偶数，注意到旋转因子（1的复数根） 有下述性质：nω
− −= =2  2 2 ( /2)

/2
k i n k i nk ke eω ωπ πα α= = For k=0, …, n/2-1,,  /2n ne eω ωα α= =

转换为n/2阶的DFT计算

当k≥n/2时，怎么办？

仍是那两个 /2
′ = − /2k k n

 = = ⋅ ≥2 2 2( /2), /2k n k-n
n n n k nω ω ωα注意到

1
′/ /k k k

仍是那两个n/2
阶的DFT计算

/2k k n
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′= = ⋅ = −/2 /2 ,k n k-n k
n n n nω ω ω ωα又 ( )nDFT x可再简化 后半段计算



计算量分析：
n

= +2 5
2

( ) ( )nC n C n

= + ⋅4 2 5( )nC n

= + ⋅
="

5
4

8 3 5
8

( )

( )nC n

= 5 2logn n 2n

进一步简化

⎡ ⎤= ⎣ ⎦", ,
Tnw ω ω0 /2−1

+⎡ ⎤. *q w t⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦. *

q
y q w t

′/ /k k k
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′= ⋅ = −∵ /2 /2k n k-n k
n n n n  ω ω ω ω



FFT算法说明FFT算法说明

考虑的 想情考虑的是理想情况，n=2k

事先算出n/2个旋转因子事先算出n/2个旋转因子

若仔细考虑，可不增加额外存储量 (原地工作)
若输入序列x为实数序列，可使计算/存储量减半

在某些算法实现中，输出并非按正常的顺序，可有在某些算法实现中，输出并非按正常的顺序，可有
两种处理方法：在进行反FFT变换时把顺序调整回
来 将输出再进行排序（也是nlogn的运算量）来；将输出再进行排序（也是nlogn的运算量）

实际程序中将递归变为循环，见netlib/fftpack
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与 的区别( l )O2( )O 与 的区别2( log )n nO2( )nO

反变换同样可以用FFT算法
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（频域分析的含义）

铺垫
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铺垫
伪的



混合基数FFT

质数因子质数因子
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Applications of DFT
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FFT的应用FFT的应用

信 期检信号周期检测

检测离散数据的周期检测离散数据的 期

数字滤波

过滤掉不需要的频率分量(比如噪声)过滤掉不需要的频率分量(比如噪声)
隔离出某个频率的数据 (天气数据有日周期, 年周期)

多项式相乘

离散卷积计算离散卷积计算

泊松方程快速求解
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1 5

2

信号周期检测
6

Signal Corrupted with Zero-Mean Random Noise

0.5

1

1.5信号周期检测
2

4

( ) 0 7 i (2 50 ) i (2 120 )t t t

1

-0.5

0

2

0

采样频率: fs=1000

( ) 0.7sin(2 50 ) sin(2 120 )x t t tπ π= ⋅ + ⋅

0 10 20 30 40 50
-2

-1.5

-1

-4

-2

采样长度: L=1000, t=(0:L-1)/fs
带噪声的波形 Single Sided Amplitude Spectrum of y(t)0 10 20 30 40 50

0 10 20 30 40 50
-6

time (milliseconds)

带噪声的波形
y = x + 2*randn(size(t));
做FFT: NFFT = 2^nextpow2(L);0.8

0.9

1
Single-Sided Amplitude Spectrum of y(t)

做FFT: NFFT = 2 nextpow2(L);
Y = fft(y,NFFT)/L;
输出: f = f /2*linspace(0 1 NFFT/2+1);0.5

0.6

0.7

Y
(f

)|

0.8

1
Single-Sided Amplitude Spectrum of y(t)

输出: f = fs /2 linspace(0,1,NFFT/2+1);
plot(f,2*abs(Y(1:NFFT/2+1)))
f 50 120两个频率点 幅度

0.2

0.3

0.4

|Y

0.6

Y
(f

)|
f=50, 120两个频率点, 幅度

修改L=10000, 结果更好 0 100 200 300 400 500
0

0.1

Frequency (Hz)
0.2

0.4
|
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Frequency (Hz)

0 100 200 300 400 500
0

Frequency (Hz)

演示： fftexp1.m



Using the 1D FFT for filteringUsing the 1D FFT for filtering
Signal = sin(7t) + 0.5 sin(5t) at 128 pointsg ( ) ( ) p
Noise = random number bounded by 0.75
Filter by zeroing out FFT components < 0 25

(或者去除
高频分量)Filter by zeroing out FFT components < 0.25 高频分量)
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Using the 2D FFT for image compressionUsing the 2D FFT for image compression
I 200 320 t i f lImage = 200x320 matrix of values
Compress by keeping largest 2.5% of FFT components
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( ) =p t( )
+ + + 1

0 1 1
l

l

p t
x x t x t" −

−

=( )q t ×

+ + +
( )

1
0 1 1

m
m

q t
y y t y t −

−"
( )lm∼O计算 ⋅p q ( )lmO计算 p q

n-1阶多项式在n点求值;
已知n点多项式的值求系数

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

1
0 0 0

1 11 1

1
1

n

n
t t x

xt t
"
"

− −
− −

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1

1 11 11 n nn n
xt t
#""""

"

取这n点为

n-1≥ l+m-2, n为2的整数幂

,  = ,..., -0 1k
n k nω

DFT和inverse DFT

2( log )+ ( )n n n∼O O

n 1  l m 2, n为2的整数幂
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2( log )+ ( )n n nO O
Matlab code: polymul.m



离散卷积

实际上是两个n-1阶
多项式乘积的系数

低次项系数

( ( ).* ( ))DFT DFT DFT−1 u v

低次项系数

相关性
( ( ). ( ))DFT DFT DFTu v

2( )nO

( log )+ ( )n n nO O

( )nO
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2( log )+ ( )n n nO O



FFT R d FFT V i tiFFT Resource and FFT Variations
N tlib/fft k tlibNetlib/fftpack, www.netlib.org
FFT in the west, www.fftw.org, g
Produces FFT implementation optimized for

Y i f FFT ( l l )Your version of FFT (complex, real,…)
Your value of n (arbitrary, possibly prime)
Your architecture

Won 1999 Wilkinson Prize for NumericalWon 1999 Wilkinson Prize for Numerical 
Software
FFT V i ti (f i li ti )FFT Variations (for various applications)

The sin, cos transform – imaginary, real part of FFT
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Wavelet, precorrected FFT for integral equation



Fast Solver forFast Solver for 
Poisson EquationPoisson Equation
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F S l f P i E iFast Solver for Poisson Equation
1-D model problem

Eigenvalues and Eigenvectors
规则区域的PDE问题

Eigenvalues and Eigenvectors
2-D model problemp

Two ways to present the equations as a single 
matrix equationmatrix equation
Eigenvalues and Eigenvectors
Solve the Poisson equation using the eigen-
decompositiondecomposition

Fast Solver with FFT
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Review of trigonometric functionsReview of trigonometric functions 
角 数的基本性质 图解释cosθ sinθ 三角函数的基本性质（图解释）：

• 对角的顶点互为倒数

ctgθ tgθ1

对角的顶点互为倒数

• 三角形上面两顶点平方和为下面一
顶点ctgθ tgθ1 顶点

• 连续的三顶点，中间为两边点乘积

cscθ secθ 和差公式：

倍角公式：

=
=

倍角公式：

=
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==



Review of trigonometric functionsReview of trigonometric functions 
和差化积 积化和差公式和差化积－积化和差公式：

=

=

=

=

=

=

=

=
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=



1 D P i P bl1-D Poisson Problem

− =
( ) ( )

2

2
d u x f x
dx

=
21 +1
2

i i i
i

u u u
f

h
− − +

−
dx

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

1 1 12 -1 0
1

u u f
# % % # #⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⋅ ≡ ⋅ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2-1
-1

0 1 2
N

N N

T h
u u f

# % % # #
# % % # #

⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦0 -1 2N N N
u u f

分析TN的特征值：分析 N的特征值：

1. 根据圆盘定理： ，设≤2 2λ − [ ],  ,  = 2 2cos 0k k kλ θ θ π− ∈

2. 特征多项式 ：= ( )N NP det I Tλ − θ
θ1

sin2= 2 =
sin

P λ − −

sin3θ
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2 2 2
2

sin3= ( 2) 1 = 4cos 1 = 3 4sin =
sin

P θλ θ θ
θ

− − − −



1 D P i P bl1-D Poisson Problem
⎡ ⎤
⎢ ⎥
2 -1 0

⎢ ⎥
≡ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

% %
% %

-1
-1

0 1 2
NT

特征多项式

λ= − − = − −( 2) 1 2 1 22cos
sin( + 1)

N N N N N

N

P P P P P
N

θ
θ

− − − −

⎢ ⎥⎣ ⎦0 -1 2特征多项式

sin( + 1)
sin

N N θ
θ

= (−1)

在 范围内的解：

特征值为

= = " ,  , , , 1 2
1k

k k N
N

πθ
+

[ ],  0kθ π∈

特征值为：

特征向量为

= 2 2cosk kλ θ−

,  ( ) ( )=
2 sink k

jkz z j
N N

π
其归一化后的分量特征向 为

矩阵特征值分解为 = T
NT Z ZΛ

,  ( ) ( )
1 1k k j

N N+ +
j =1, …，验证?
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其实Z为正交、对称矩阵



2 D Poisson Problem2-D Poisson Problem
u

j=4
y

h

h

( ) ( )∂ ∂2 2u x y u x y

阶中 差

1,3u
j=3

j=2

h( ) ( ) ( )∂ , ∂ ,
− − = ,

∂ ∂2 2

u x y u x y f x y
x y

1 Ni j二阶中心差分 j=2

j=1+ +, , , , , ,= 2
1 1 1 14 i j i j i j i j i j i ju u u u u h f− −− − − −

1 , N≤ ≤i j

j=0 x
i=0    i=1      i=2     i=3    i=44    -1           -1

-1    4    -1          -1

-1     4                 -1 变量按列分成N组
-1                4     -1          -1

-1         -1     4    -1          -1          

1 1 4 1

TN×N = −⎡ ⎤
⎢ ⎥−

≡ ⎢ ⎥
% %
% %

2N N N

N
N N

T I I
I

T I

+

-1         -1     4                  -1

-1                   4    -1

1 1 4 1

× ≡ ⎢ ⎥−⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

% %
2

N N
N

N N N

T I
I T I+
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-1            -1     4    -1

-1             -1     4
矩阵维数: N2, 直接解法

4( )∼O N



2 D Poisson Problem2-D Poisson Problem
u

j=4
y

h

h

1,3u
j=3

j=2

h
+ +, , , , , ,= 2

1 1 1 14 i j i j i j i j i j i ju u u u u h f− −− − − −

1 N≤ ≤i j

为了采用特征值方法，将方程写

j=2

j=1

1 , N≤ ≤i j

为了采用特征值方法，将方程写
为另一种形式 j=0 x

i=0    i=1      i=2     i=3    i=4

设ui,j组成一个N×N的矩阵U(每行对应于一列网格点)

( )2 T U+ ( ), , , ,= ⋅-1 12 i j i j i j N i ju u u T U− −
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−
≡ ⎢ ⎥

% %
% %

2 1 0
1

1NT+ ( ), , , ,= ⋅-1 12 i j i j i j N i ju u u U T− − ⎢ ⎥−⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

% % 1
0 1 2

N

⋅ + ⋅ = 2
N NT U U T h F
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2 D Poisson Problem2-D Poisson Problem
Solve the Poisson equation with eigen decompositionSolve the Poisson equation with eigen-decomposition

⋅ + ⋅ = 2
N NT U U T h F

将 代入，左乘 右乘= T
NT Z ZΛ TZ Z

( ) ( ) ( )+ = 2T T T T TZ Z Z UZ Z U Z Z Z Z h F ZΛ Λ

+ = 2T T TZ UZ Z UZ h Z FZΛ Λ+Z UZ Z UZ h Z FZΛ Λ

′ ′ ′+ = 2U U h FΛ Λ ， 设 ′ ′= =T TU Z UZ, F Z FZ

解出
′

′ =
+

2
jk

jk
j k

h f
u

λ λ
算法：

1) ′ =F ZFZ
计算量

3( )N∼O

1 , N≤ ≤j k
j )

2)  For all j and k,
′

′ =
+

2
jk

jk
j k

h f
u

λ λ
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3)
j

′=U ZU Z (Z矩阵对称)



Fast Solver with FFTFast Solver with FFT
在上一个算法中在上 个算法中，

,π2 sin
1 1jk

jkZ
N N

=
+ +

1 , N≤ ≤j k
1 1j N N+ +

− +
+ = 2 (2 2)

2 2
i N

N e πω考虑2N+2阶的旋转因子 ，对应DFT变换矩阵为：+2 2N考虑 阶的旋转因子 对应 变换矩阵为

{ } ,+ += = −
+ +2 2 2 2 cos sin
1 1

jk
N Njk

jk jkF i
N N

π πω 0 , 2 1N≤ ≤ +j k

说明矩阵Z为DFT矩阵 的(2:N+1, 2:N+1)子矩阵的虚部的 倍+2 2NF 2
1N +

算法：

1) ′ =F ZFZ Zx
用零扩充x向量为2N+2维;
FFT(x); 2计算

( )T TZ ZF

)
2)  For all j and k,

′
′ =

+

2
jk

jk
j k

h f
u

λ λ
结果的N分量虚部× 1N +

计算量 2
2( )N log N∼O
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3)
j

′=U ZU Z
计算量 2( )N log NO



Further DiscussionFurther Discussion
Extend the eigenvalue analysis to 3-D model 
problem ⎡ ⎤

⎢ ⎥
"1 1 1 na B a Bp

Use Kronecker product ⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

# % #
"

1,1 1,

,1 ,

n

m m n

A B
a B a B

⊗

Fast PDE solversFast PDE solvers
Fast sine transform (multiple by Z directly)
FFT based algorithm is direct solver (直接法)FFT-based algorithm is direct solver (直接法)
The FFT-based solver is very limited: uniformed 
discretization power of 2 boundary conditiondiscretization、power of 2、boundary condition
Other approaches: cyclic reduction, multi-grid (迭代法)

R fReference
J. Demmel, Applied Numerical Linear Algebra, SIAM 
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Press, 1997



About the Final ProjectAbout the Final Project
选题情况选题情况

翟匡亚: 最速下降法与共轭梯度法求解二维线性方程组的演示
程序程序

赵威: 矩阵特征值计算的演示程序(QR方法vs Jacobi方法, 改
编eigsvdgui程序)编eigsvdgui程序)
汤启明: 求解下三角稀疏矩阵的Lsolve算法的演示

邓超: 欧拉方法求解ODE初值问题的演示程序(改编Heath网站邓超: 欧拉方法求解ODE初值问题的演示程序(改编Heath网站
程序)
李慧岷: 求解常微分方程组时的混沌现象(改编lorenzgui程序)李慧岷 求解常微分方程组时的混沌现象(改编 g 程序)
汤泽: 有关矩阵特征值的圆盘定理与幂法演示程序(改编Heath
网站程序)

要求
提交实验报告 程序 (deadline: 1/18/2011)；
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提交实验报告, 程序 (deadline: 1/18/2011)；
程序演示：元旦后，1月17日晚
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