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Lecture 10 – ODE-IVP TechniquesLecture 10 ODE-IVP Techniques
Two implicit methods

Backward Euler
Disadvantage: solve algebraic equation to get yk+1

Advantage: unconditionally stable
Trapezoid (二阶准确度)

对稳定的问题，无论取怎样
的步长h，求解过程都稳定

Stability: rapid component

p ( )

Stiffness, stiff problem Stability: rapid component
Accuracy: slow component

p
Two restrictions for step size
Some numerical methods are
inefficient because of severe stability limitation
Factors: ODE; numerical method; initial conditions; ;
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Lecture 10 – ODE-IVP TechniquesLecture 10 ODE-IVP Techniques
Runge-Kutta method

Single-step, need not compute higher derivatives
Order-2 scheme
Order-4 scheme
Self-starting; automatic Runge-Kutta solver

Multistep method
线性多步

g g

线性多步

减少隐格式计算：PECE scheme (predict, eval, correct, eval)
Order 4 Adams PECE backward differentiation formulasOrder-4 Adams PECE, backward differentiation formulas

局部截断误差阶与稳定区间
不容易更改步长

也可对模型
设等号右边项准确，yk=y(tk)，计算lk+1=O(hp+1)
推导误差增长因子ek+1=(?)ek+O(hp+1), |(?)|≤1

也可对模型
问题推导
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k k

对模型问题(λ为实数/复数)推导，得到稳定阈值，即hλ≥?



M tl b iMatlab issues
Matlab commands for ODE

nonstiff: ode45 (Runge Kutta(4 5)) ode23 (Rungenonstiff: ode45 (Runge-Kutta(4,5)), ode23 (Runge-
Kutta(2,3)), ode113 (variable order Adams PECE)

moderately stiff: ode23t (trapezoidal) 

stiff: ode23tb (implicit Runge-Kutta), ode15sstiff: ode23tb (implicit Runge Kutta), ode15s
(BDF/Gear’s method), ode23s (Rosenbrock order 2)
都是Variable order/variable step solver都是Variable-order/variable-step solver
deval: Evaluate solution of differential equation 
problem 
For more, ask “Matlab help”

求解ODE后，想求任意时间点对应的函数值
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Ordinary DifferentialOrdinary Differential 
Equations (BVP)Equations (BVP)
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内容概要内容概要
常微分方程边值问题的数值解法常微分方程边值问题的数值解法

问题的定义与分类 (两点边值问题)问题的定义与分类 (两点边值问题)
解的存在性、唯一性

BVP问题的稳定性BVP问题的稳定性

求解BVP问题的数值方法
打靶(shooting)法
有限差分法

Collocation法（配点法）

Galerkin法法
特征值问题

Matlab的有关功能
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Matlab的有关功能



IVP:IVP: 
time integration规定

边界条件

需要k个边界条件需要k个边界条件

我们只讨论两点
边值问题
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边值问题



两点边值问题

个 阶方程n个一阶方程, 
n个边界条件

可分离边
界条件

线性边界条件

常数矩阵、向量
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线性BVP问题



可分离、线性
边界条件边界条件

以后常讨论二以后常讨论二
阶标量ODE
的例子，why?的例子 y

可分离 线性边界条件 对1≤ i ≤ B 的第i行全为零或B 的第i行全为零

a点的函数值
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可分离、线性边界条件：对1≤ i ≤n, Ba的第i行全为零或Bb的第i行全为零



IVP解的存在唯一性
一般都成立
(直观上好理解)

BVP的情况则不同

1 2c c= sin( ) + cos( )u t t
解析解：

 =If b kπ
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( )表示相应y(t; x)表示相应

初值问题的解

关于x的方程

非线性方程的可解性很复杂，难于讨论
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易驾驭、处理的
线性BVP问线性BVP问
题的解的存
在、唯一性

Fundamental 

模态

solution matrix
( )tiY

单位基向量

模态

思考前一例子

u u′′ = −
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u u

= + ( )ba bQ B BY



Existence & Uniqueness for Linear BVPExistence & Uniqueness for Linear BVP

′ =⎧⎪ ( )ty A y ′ =⎧⎪ ( )tY A Ymode: =⎧⎪
⎨ =⎪⎩

( )
( )

t
a i

y A y
y e iY初值问题解 ，则

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

( )
( )

t
a

i i

i i

Y A Y
Y e

⎡ ⎤1x

mode:

考察函数

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

L M
2

1 2 n

x
y YY Y Yx

x
ix， 为实数, 是齐次问题的通解

⎢ ⎥⎣ ⎦nx

非齐次解为： (带入ODE验证)= + ( )ty Yx p
′ − =( ) ( ) ( ) ( )t t t tp A p bp(t)是满足 的非齐次问题的一个特解

∫ -( ) ( ) ( ) ( )t t s s ds1t
p Y Y b (验证？)= ∫( ) ( ) ( ) ( )t t s s ds

a
p Y Y b

利用边界条件 求x

(验证？)
线性ODE-BVP问题的
解存在/唯 等价于矩

+ + + =( ) ( ) ( ) ( )a a b ba a b bBY x B p BY x B p c
1 Q i

解存在/唯一等价于矩
阵Q非奇异
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[ ] [ ]= + −-1( ) ( ) - ( ) ( )a b a ba b a bx BY BY c B p B p Q matrix



[ ]
[ ]

a b

a b

x BY BY
c B p B p
Q B

= + ⋅-1( ) ( )
- ( ) - ( )

( ( ))

a b
a b

b-1
bQ c B p= −( ( ))b1

= + =( ) ( )t ty Y x p

=( )ap 0

+
− +

( ) ( )
( ) ( ( )) ( )

t t
t b tb

y Y x p
Y Q c B p p-1

t

格林函数

= ∫ -( ) ( ) ( ) ( )t t s s ds1t

a
p Y Y b

注意 实 的 若无解注意：实际的 若无解
析表达，此公式不实用

( )tY

稳定性分析：考虑非齐
次项和边界条件的扰动

κ

− ≤

Δ + Δ∫
(̂ ) ( )

( ( ) )

t t

s ds
b

y y
c b

∞
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∫( ( ) )
a

条件数



κ

− ≤

Δ + Δ∫
(̂ ) ( )

( ( ) )

t t

s ds
b

y y
c b

∞

∫( ( ) )
a

IVP问题定义域: t →∞IVP问题定义域: t0→∞

ConstraintConstraint

类似于一般问题的病态性分析 BVP问题不会出
思考：pp. 367, 例
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类似于 般问题的病态性分析，BVP问题不会出
现误差无限放大的情况 (这段不同于IVP问题)

10.5，推导 及
条件数



试射法

有限差分

配点，点配置
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配点，点配置

伽辽金法
解线性方程组的投影方
法－－Galerkin原理



最简单的两点边
值问题

进行多次进行多次time 
integration
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一般的求根方法 如一般的求根方法，如：
Interval bisection
Fixed-point iteration
N t ’ th d

课本§5.5
Matlab命令fzero
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Newton’s method
……

Matlab命令fzero
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即u’
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程序实现程序实现

• 定义常微分方程:
function dydt=lec11ode(t, y)

dydt=[y(2)
2.5

3

6*t ];

• IVP问题的求解器: ode45, 等等 1.5

2

问题的求解器 ode 5, 等等

• 定义非线性方程g(x)-y1(b)=0
f ti l 11 ( b 1 1b)

0.5

1额外参数

function res=lec11equ(x, a, b, y1a, y1b)
[T, Y]=ode45(@lec11ode, [a, b], [y1a; x]);
res= Y(size(T 1) 1)-y1b; %g(x)-y1(b) 0 0 2 0 4 0 6 0 8 1

-0.5

0

res  Y(size(T, 1), 1) y1b;  %g(x) y1(b)

• 求解非线性方程用fzero:
0 b 1 1 0 1b 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

指定有根区间, 
也可只输一个数a=0; b=1; y1a=0; y1b=1;

x=fzero(@lec11equ, [-1, 1], [], a, b, y1a, y1b)
ode45(@lec11ode [ts te] [y1s; x]); %验证结果

也可只输 个数
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ode45(@lec11ode, [ts, te], [y1s; x]); %验证结果



IVP及求解的稳定性
影响非线性方程迭代
求解过程的收敛求解过程的收敛

区间减小，不稳
定性也减小

一般的n维一阶向量
ODE 需要最多设 个ODE，需要最多设n个
初值实现shooting;

若分 个 间 变成 维若分m个子区间，变成mn维
一阶向量ODE，最多设mn个初值

实现shooting，同时增
高维非线性方程的求解
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实现shooting，同时增

加n(m-1)个中间结点连续性条件
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注意 这里y是离散变量注意：这里yi是离散变量，
代表函数u在离散点上的值

截断误差O(h2)

a ti ba ti b

线性：三对角线性方程组 这是一维问题，对高维问题
条 阵
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线性 对角线性方程
非线性：Jacobi矩阵为三对角矩阵 FDM总是生成条带稀疏矩阵



Wenjian Yu 282010-12-09



Wenjian Yu 292010-12-09



只讨论了最简单的两
点边值问题 对 般点边值问题，对一般
问题还有更复杂的差
分格式和方程构造分格式和方程构

常求解 个大的通常求解一个大的方程组

关于收敛性 当网格点数目增加时 FDM的解逼近准确解关于收敛性：当网格点数目增加时，FDM的解逼近准确解

两个条件：差分格式的截断误差 0 致(相容)性和稳定性两个条件：差分格式的截断误差 0
小扰动带来的误差有界

一致(相容)性和稳定性

(对BVP问题
般
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一般都成立)
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多项式函数、或B-样条函数、或三角函数

谱方法

有限元法有限元法

Wenjian Yu 322010-12-09



这就是点配
置法的根本

即微分方程
的剩余为0

选取的基函
数都可以解
析微分析微分

得到关于x 的代数方程组
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为了说明的为了说明的
简单，只取
一个配置点
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在配置点上满足
ODE并不意味着
在这点上解准确

事实上，近似解仅在这三个时间点
上和准确解相等。

True solution

碰巧Collocation的解和前面用shooting, 
FDM得到的完全一样
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True solution
不同之处：得到解析的解函数 = 3( )t tu



在整个区间最小化剩余，而
不是在几个点上设其为零

连续函数逼近
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线性最小二乘线性最小 乘

函数的二范数、
内积…

关于x的多变

量函数

加权余量法

正交于测试正交于测试
函数空间
(或投影空间)

“最小二乘”
属于加权余
量法
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量法？



回忆线性方
程组求解问
题题

( , )
n

i iv t x x=∑ φ
i=1

( , ) ( )
n

i i
i

v t x x t
=

′ ′= ∑
1

φ

Wenjian Yu 392010-12-09



分部积分

齐次边界条件齐次边界条件

非齐次项移到
=右边=右边

Stiffness 
matrix

Load vector

对称且，
基函数1阶导
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基函数1阶导
数可积就行



B样条？

详见课本§7 4 3详见课本§7.4.3

绳结
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因为 满足)(tφ因为 满足
齐次边界条件，
p.40的推导成立，

剩 阶导

)(2 tφ

即只剩下一阶导
数积分
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解为分段线性函数
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小结小结

加权余量法: 基函数、试函数

点配置法适用范围广(试函数为δ函数)
法的试 数与基 数相同 对某些问题得到Galerkin法的试函数与基函数相同，对某些问题得到

形式较为简单的方程(基函数可导性要求低、矩阵对称)

谱方法和有限元法(按基函数的不同分类)
Global support vs. local supportpp pp
Dense matrix vs. sparse matrix
One way vs. two ways to improve accuracy

h, p refinement

One way vs. two ways to improve accuracy
只对最简单的两点边值问题做了介绍，对一般问题常采用
local support基函数，方程的构造也较复杂 (bvp4c)
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local support基函数，方程的构造也较复杂 (bvp4c)



f 为已知函数
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线性两点边值问题
的特征值问题的特征值问题

有限差分离散
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矩阵特征值的求解问题
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M tl b有关命令Matlab有关命令

bvp4c, bvp5c
使用局部支撑的点配置法(collocation method)使用局部支撑的点配置法(collocation method)
Syntax: sol = bvp4c(odefun, bcfun, solinit)
odefun: y′ f(t  y)odefun: y′=f(t, y)
bcfun: g(y(a), y(b))=0
Solinit= bvpinit(x, yinit)设定网格点和非线性方程的迭代
初始解

x代表自变量初始网格位置, yinit为长度n的向量， yiniti
为yi在所有网格点上的初始解

程序会自动调整网格; 采用分段三次函数近似

程序可能出错（得到的非线性方程Jacobi矩阵奇异）
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程序可能出错（得到的非线性方程Jacobi矩阵奇异）



M tl b有关命令Matlab有关命令

例子
定义边界条件的函数： 2 5

3

定义边界条件的函数：

function res=lec11bc(ya, yb)
res [ya(1)

1.5

2

2.5

res=[ya(1)
yb(1)-1]; 0.5

1

求解命令：

solinit = bvpinit(linspace(0,1,5),[0.5 0.5]); 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.5

0

3p ( p ( , , ),[ ]);
sol=bvp4c(@lec11ode,@lec11bc,solinit);
plot(sol x sol y 'o-')

2

2.5

plot(sol.x, sol.y, o- )
x=linspace(0,1, 101); y=deval(sol, x);
fi (2) l t( ‘ ’) 更精细绘图

0.5

1

1.5
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figure(2); plot(x, y, ‘o-’)    %更精细绘图

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.5

0


