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Summary - Ordinary differential equationsSummary - Ordinary differential equations
求解未知函数（单自变量t）求解未知函数（单自变量t）
阶数－－方程中未知函数求导阶数

高阶ODE → 一阶ODE形成的方程组（一阶向量ODE）高阶ODE → 阶ODE形成的方程组（ 阶向量ODE）
初值问题（IVP）
Stability of problem （初值的扰动对准确解的影响）Stability of problem （初值的扰动对准确解的影响）

Stable, Asymptotically stable, Unstable
简单的例子简单的例子：

一般的非线性问题

’

Eig(A)≤0

局部稳定：Eig(Jf) ≤0

Im(hλ)

Euler’s method
整体截断误差

局部截断误差

局部稳定： g( f)

Difference Eqn
Stability region 02

Re(hλ)
局部截断误差

Order p accuracy:
Stability stability region

Stability region 0-2
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Stability, stability region
1阶准确度（一般性） )− −-1 -1 -1= ( ) = (1 + λh

k k k k k ky u t hλ y y e



Ordinary DifferentialOrdinary Differential 
Equations (II)Equations (II)
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内容概要内容概要

常微分方程数值解法－初值问题

向后欧拉法 梯形法向后欧拉法,  梯形法

稳定性、准确度 (考察模型问题, 一般问题)
Runge-Kutta法

2级方法的推导, 经典4阶方法，自动R-K算法级方法的推导, 经典 阶方法，自动 算法

刚性ODE-IVP问题

两个例子 般概念两个例子、一般概念

多步法

待定系数法推导, Adams公式, BDF公式思想

Matlab与应用
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Matlab与应用

Matlab命令, Lorenz吸引子



优点：显格式，因此计算简单

考虑从时间点 到

缺点：要保证算法稳定，步长往往很小，因此整体效率低

( ( ))
+

= +∫
k kt h

k ky f s y s ds y

考虑从时间点tk到tk+1

( , ( ))

      ( , ( ))
+ +

≈ +
∫

k
k kt

k k k k

y f s y s ds y

h f t y t y
1

( , ( ))+ +≈ +k k k kh f t y t y1 1

yk+1代替准确的y(tk+1)，得到向后(Backward)欧拉法:

单步、隐格式

yk “隐藏”在f 函数中 要通过求解方程计算yk+1 隐藏 在f 函数中, 要通过求解方程计算

• 一般是非线性方程，采用牛顿法等迭代求解技术

迭代初值可取显格式公式结果 使收敛较快
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• 迭代初值可取显格式公式结果，使收敛较快



( , )t y 3f y= −

Newton’s

( ) + −3 1f x x x=0.5此处
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隐格式方法每步计
算量更大，好处在

里哪里？

若 , yk的值发散hλ
>

−
1 1

1

( )Im hλ

Stability 
region

( )Re hλ
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向后欧拉法的准确度

考虑局部误差：
1)−− − −-1 -1 -1= ( ) = (1 λh

k k k k k ky u t hλ y y e

向后欧拉法的准确度

2~ ( ) k h   O所以 ，为1阶准确度

对模型问题 分析的
结论可推广到一般问题!

λ′ =y y

( )Im Eig( )hJ

( )k所以 ，为1阶准确度 结 推广到 般问题

求解一般问题时的稳定性 ( , )y f t y′ =
( )k k ke y y t= −1 1 1 ( )Im Eig( )fhJ( )

( , ) ( ( ) ( , ( )) ( ))
k k k

k k k k k k k k k

e y y t
y h f t y y t h f t y t O h
+ + +

+ + + += + − + −
1 1 1

2
1 1 1 1

( ) ( ( )) ( )( ( ))f t f t t J t tξ

Stability 
i

( )Re Eig( )fhJ

( , ) ( , ( )) ( , )( ( ))k k k k f k k kf t y f t y t J t y y tξ+ + + + + + +− = −1 1 1 1 1 1 1

(...) ( )k k k f k ke e h J e O h+ += + + 2
1 1 region

误差不发散的算法稳定性要求：

f

( ) ...k k f ke I h J e−
+ = − +1
1
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误 不发散的算法稳定性要求

Eig(( ) )k fI h J −− ≤1 1 对稳定的ODE问题，无条件稳定!
≤Eig( ) 0fJ



欧拉、向后欧
拉法都只有1
阶准确度阶准确度

+

∫
k kt h

( , ( ))
+

+ = +∫
k k

k

t h

k kt
y f s y s ds y1

对模型问题分
析稳定性和准
确度

Re(hλ)<0
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考虑局部误差：
λ
λ

− −
−-1 -1 -1

1 + /2= ( ) =
1 /2

h
h

λh
k k k k k ky u t y y e

~O(h3)，即二阶准
确度确度

无条件稳定：对稳定的
ODE问题，步长无限制
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无条件稳定的方法 高阶数为2，但各种隐格式方法比显格式方
法有更大的稳定区间



更普遍的单步法(可具有更高阶准确度, 主要讨论显格式)

构造思想 ( ( ))
+

+∫
k kt h

y f s y s ds y构造思想

机械求积公式

( , ( ))+ = +∫
k

k kt
y f s y s ds y1

( ,  ( ))k k k i k i k k i k

r
y y h c f t h y t hλ λ+ = + + +∑1机械求积公式 ( , ( ))k k k i k i k k i k

i
y y f y+

=
∑1
1

[ ,  ],  ,i i icλ λ∈ 0 1 为待定系数 待定系数越多，精度阶越高

一般 ，怎么算其他积分点对应的 ?( )k i ky t hλ+λ =1 0
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r级Runge-Kutta方法，r级表示需计算r次f()函数



2级Runge Kutta方法的推导 ( , )k kk f t y=12级Runge-Kutta方法的推导

通过局部截断误差确定

( , )k kf y1

( , )k k k kk f t h y h kλ λ= + +2 2 2 1

( )k k ky y h c k c k+ = + +1 1 1 2 2, ,c c λ1 2 2
( )

     ( ( , ) ( , ))
k k k

k k k k k

l y y t h
y h c f t y c f t h y hkλ λ

+ += − +
= + + + +
1 1

1 2 2 2 1

( )
( , ) ( )
k k

k k k k

y y t
f f t y y t

=
′≡ =

其中

     ( )ky t h− +
( ),

( ) ( )k k
k k k

df t yhy t h y hf O h
d

+ = + + +
2

3( ) ( )k k ky y f
dt2

( , ) ( , ) ( , ) ( )k k k k k k k k k
f ff t h y hf f h t y hf t y O h
t y

λ λ λ λ∂ ∂
+ + = + + +

∂ ∂
2

2 2 2 2t y∂ ∂
( ) ( , ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( )
k k k t k k k y k kl y hf c c hc hf t y hc hf f t y O h

hf h f t h f t O h
λ λ+ ′ ′= + + + + +

′ ′ ′

3
1 1 2 2 2 2 2

2 2 30 5 0 5     . ( , ) . ( , ) ( )k k t k k y k k ky hf h f t y h f t y y O h′ ′ ′− − − − −2 2 30 5 0 5
c c+ =1 2 12阶精度

解不唯一 常见的是
.c λ =2 2 0 5( )kl O h+ = 3

1 也叫”改进Euler”法

2级 多是2阶对模型问题 λ′ =y y

解不唯 ，常见的是
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2级 多是2阶对模型问题
分析得到相同的结论

y y



2级Runge-Kutta方法的稳定性

考察模型问题 λ′考察模型问题

. ( ( ))k k k k ky y h y y h yλ λ λ+ = + + +1
2

0 5
y yλ′ =

( )      ( )k
hy h λλ= + +

2

1
2

( )hλ 2 步长h不能( )hh λλ+ + <
2

1 1
2

hλ− < <2 0
步长h不能
太大！

经典的4阶Runge-Kutta方法

阶数超过4的R-K公式，

其级数一定比阶数大，
因此很少用因此很少用

与2级公式一样，稳
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定性对步长h有限制



自动的R K tt 方法自动的Runge-Kutta方法

本 想基本思想

两个公式分别为p, p+1阶准确度，它们的差为误差估计两个公式分别为p, p 阶准确度 们的 为 估计

ˆ ( ) ( ) ( )+ + +
+ +− + = = +p p p

k k k py u t h O h c h O h1 1 2
1 1

( ) ( )++ = py u t h O h 2
ˆ+pl h 1

取高阶准确度的值 作为这一步的结果

算法

( ) ( )+ − + =k k ky u t h O h1 ˆ+
+ + + +≈ ≈ −p

k p k kl c h y y1
1 1 1 1

+ky 1

BS23算法
Bogachi & Shampine [1989]提出, (2, 3阶R-K方法)

( )+ = + + +k k
hy y k k k1 1 2 32 3 4
9

( ,  )+ += k kk f t y4 1 1
h

3阶公式： 2阶公式：

9
( , )= k kk f t y1

( / , ( / ) )= + +k kk f t h y h k2 12 2

ˆ ( )+ = + + + +k k
hy y k k k k1 1 2 3 47 6 8 3
24

误差估计式：
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( / ,  ( / ) )+ +k kk f t h y h k2 12 2
( / ,  ( / ) )= + +k kk f t h y h k3 23 4 3 4 ˆ ( )+ +− = − + + −k k

hy y k k k k1 1 1 2 3 45 6 8 9
72

误差估计式：



自动的R K tt 方法自动的Runge-Kutta方法

算法BS23算法
Matlab中的ode23函数 ( , ),= k kk f t y1 ( / ,  ( / ) )= + +k kk f t h y h k2 12 2

每步计算3次f()函数

若ek 1小于阈值，则进入 ( )+ = + + +k k
hy y k k k1 1 2 32 3 4
9

( / ,  ( / ) )= + +k kk f t h y h k3 23 4 3 4

若ek+1小于阈值，则进入
下一步(k4得到复用)，
否则减小步长重算当前步

( )+k ky y1 1 2 39
( ,  )+ += k kk f t y4 1 1

h否则减小步长重算当前步

ode45的内部算法
每步计算6次f()函数

( )+ = − + + −k
he k k k k1 1 2 3 45 6 8 9
72

每步计算6次f()函数

形成4阶和5阶的R-K公式，它们的差为局部误差估计

R-K方法小结
也可构造隐格式R-K方法，更稳定 对刚性问题很重要也可构造隐格式R K方法，更稳定

R-K方法是单步法，易于改变步长，便于编程实现
Wenjian Yu 15

对刚性问题很重要



“刚性”常微分方程

一个例子

刚性 常微分方程
“困难”常微分方程

h=0.1

初始值准，Euler准确
初值扰动 E l 不准初值扰动，Euler不准

Wenjian Yu 16



y(0)=1.01 y(t)=1+t

常识 对平缓变化的函数 求解步长可大 些常识：对平缓变化的函数，求解步长可大一些；
对变化剧烈的函数，求解步长要小一些。

分析

这个例子的现象有
点违背常识

分析：

解函数本身变化缓慢，但其周围的解变化快
欧拉法的步长要求 /h λ≤ 2 0 02 取h 0 1违背了稳定性要求

( ) −= + + ⋅ ty t t c e 1001
欧拉法的步长要求： / .h λ≤ − =2 0 02 取h=0.1违背了稳定性要求
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用向后Euler法求解
用隐格式计算不
受步长约束

用向后Euler法求解

直观地说，若用欧拉法等显式方法求解某个ODE问题，需采用很
小的步长才能保证精度，则这个问题就是stiff问题。

对刚性问题应采用稳定区间更大的隐格式方法 它们也被称为

Wenjian Yu 18

对刚性问题应采用稳定区间更大的隐格式方法，它们也被称为
stiff ODE solver



例2 火焰燃烧方程例2：火焰燃烧方程

“当点燃一根火柴时，火焰迅速增大直到一个临界体积，然后维持这
体积不变 此时火焰内部燃烧耗费的氧气和其表面现存的氧气达到

⎧ ′ 2 3

一体积不变，此时火焰内部燃烧耗费的氧气和其表面现存的氧气达到
了一种平衡。 ” 火球半径y(t)满足：

( )设初始半径η=0.0001，求解⎧ ′
⎨
⎩

2 3= -
(0) =

y y y
y η

( )y t

用R-K(4,5)法求解，步长
很小，效率很低

分析：非线性ODE
在y(t)=1处Eig(Jf)=−1

若用Euler法，步长上
限为2, 但区间长~104,

后面给出刚性求解算

Wenjian Yu 19

后面给出刚性求解算
法求解的结果



刚性常微分方程(组)刚性常微分方程(组)
λ
−

<h 2

刚性常微分方程： 实部的绝对值很大 (其倒数远
小于求解区间)或虚部绝对值非常大(震荡型)

λ
∂ ∂f y

小 求解 )或虚部 对值非常大( 荡 )
由于求解区间大小取决于解函数趋于稳定的时间，则在刚
性ODE问题中：解函数变化缓慢，但其周围的解变化快(性ODE问题中：解函数变化缓慢，但其周围的解变化快(
特征值的绝对值较大)
刚性常微分方程组: Jacobi矩阵特征值大小相差悬殊刚性常微分方程组: Jacobi矩阵特征值大小相差悬殊. 
解函数趋于稳定的时间由 小特征值决定，而保持稳定的
步长上限由 大特征值决定 Im(Eig(hkJf))步长上限由 大特征值决定

的通解 稳定性要求

Im(Eig(hkJf))

λi
的通解：

( )fhEig J+ <1 1

稳定性要求：
Stability

region 0-2
Re(Eig(hkJf))

λ+ <ih1 1



有”记忆” 的公式

线性多步法(m步法)利用已有节点处函
数值 而不像R-K法数值，而不像R-K法
使用额外中间节点；

一般是等间距步长般是等间距步长
的，易于构造、计
算效率高；

常根据多项式插值构造 便于提供非节点处函常根据多项式插值构造，便于提供非节点处函
数值
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p



待定系数法推多步法公式 350例9 13待定系数法推多步法公式

对如下显式两步法 确定系数使其有 高阶准确度

pp. 350例9.13

对如下显式两步法，确定系数使其有 高阶准确度
( )α β β+ −′ ′= + +k k k ky y h y y1 1 1 2 1 注意: 将 简记为 ′ky( , )k kf t y

3个待定参数，根据 列方程, 可达2阶准
确度

( ) ,  ,  =y t t t 21

⎧ 1确度
( ) =y t 1 α= 11 /

α
β

=⎧
⎪ =⎨
⎪

1

1

1
1 2

( )+ +=k ky y t1 1

( ) =y t t ( )α β β+ = + +k kt h t h1 1 2

( ) ( ( ))α β β+ = + + −t h t h t t h2 2 2 2

/β⎪ =⎩ 2 1 2
( ) =y t t2 梯形法

进一步说明

( ) ( ( ))α β β+ = + + −k k k kt h t h t t h1 1 22 2( ) =y t t

算局部误差需把 和 都表示为tk点处函数值和各
阶导数值的求和形式

+ky 1 ( )+ky t 1

推出的方程表明两个展开式中 的系数相同
Wenjian Yu 23

( ) = py t t ( )p
ky



Adams方法 公式中只有前一个函数值Adams方法

( , ( )) ( )k kt t

k k kt t
y y f t y t dt y p t dt+ +

+ = + ≈ +∫ ∫
1 1

1

公式中只有前一个函数值

p(t)为通过前m个值点的插值多项式，近似f(t,y(t))
k k

k k kt t+ ∫ ∫1

m
一般公式：

例如 显式4步公式 (利用 构造插值多项式)y y y y′ ′ ′ ′

( , )k k i k i k i
i

y y h f t yβ+ + − + −
=

= + ∑1 1 1
0

例如：显式4步公式 (利用 构造插值多项式)

( )( )( ) ( )( )( )( ) k k k k k kt t t t t t t t t t t tp t y y− − − − −− − − − − −′ ′= +3 2 1 3 2

, , ,k k k ky y y y− − −1 2 3

( )
( )

( )( )( ) ( )( )( )+

k k

k k k k k k

p t y y
h h h h h h

t t t t t t t t t t t ty y

−

− − − −

= +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

− − − − − −′ ′+

1

3 1 2 1

3 2 2

公式系数

        +
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k k k k k
k ky y

h h h h h h− −+
⋅ − ⋅ − − ⋅ − ⋅ −
3

2 32 2 3
( )( )( )kt h k k kt t t t t th dt hβ

+
− − −− − −

∫ 3 2 1 55
公式系数：

( )( )( )
k

k k k
t

h dt h
h h h

β − − −= =
⋅ ⋅∫ 3 2 1

1 3 2 24
。。。

为何是4阶精度？
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4阶Adams-Bashforth:
为何是4阶精度？



Adams方法Adams方法

仅α1=1, 其他αi=0 hλ > ?    for

Euler, single step
two step

局部误差： +1= ? ph
Adams-Bashforth

局部误差： ?k h

Backward Euler
Trapezoid

可证明m步显格式Adams法
有m阶准确度；m步隐格式

法有 阶准确度Trapezoid

Adams-Moulton
Adams法有m+1阶准确度

可形成一对公式，
构造估计误差的自

Wenjian Yu 25

构造估计误差的自
动方法



BDF隐格式方法BDF隐格式方法

′ ′≈ ( )y p t基于 ≈+1 +1( )k ky p t基于：

根据yk+1, yk, …构造插值多项式p(t)近似y(t)，然

后求导得到 的近似值′y后求导得到 的近似值+1ky

( , ) ( )
m

k k k i k i
dpf t y t y
dt

α+ + + + −′= =∑1 1 1 1

仅β 不为0 其他β都为0( )
m

y y h f t yα β= +∑

( , ) ( )k k k i k i
i

f y y
dt+ + + +

=
∑1 1 1 1
0

仅β0不为0，其他βi都为0( , )k i k i k k
i

y y h f t yα β+ + − + +
=

= +∑1 1 0 1 1
1

三阶方法三阶方法

稳定区间？涉及特
征多项式的求解

Wenjian Yu 26

征多项式的求解



一般用同阶R-K法
得到前几个点

注意：等步长不
是必需的

变步长的推导、实
现较复杂

易于得到非节点
函数值。另外，函数值 另外，
计算效率比R-K法
高

如BDF方法如BDF方法

多值法(课本9 3 9)是多步法的发展 更易于变步长
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多值法(课本9.3.9)是多步法的发展，更易于变步长



构成现在的
主要软件主要软件
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M tl b iMatlab issues
Matlab commands for ODEMatlab commands for ODE

ode45 (R-K(4,5))：一般情况下，对大多数问题先尝试使
用 d 45求解用ode45求解

ode23 (R-K(2,3))：对误差要求不高的非刚性问题，比
d 45效率更高ode45效率更高

ode113 (Adams-Bashforth-Moulton PECE)：多步法，
适合函数 求值代价高的情况 计算精度也较高适合函数f求值代价高的情况，计算精度也较高

ode23t (梯形公式)：精度要求不高的适度刚性问题

ode15s (BDF)：隐式多步法，求解刚性问题

ode23s (2阶单步法)：精度要求不高时比ode15s有效( )
ode23tb (梯形+BDF)：实质上为2级隐式R-K

Inline命令定义函数 f inline(' 10* *t' 't' ' ')
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Inline命令定义函数 f=inline('-10*y*t', 't','y');



计算的步长由ODE解法决定 并输出计算的步长由ODE解法决定，并输出

计算中就采用这里给定的步
长和节点
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Matlab demos ′⎧
⎪
⎨

2 3= -
(0)
y y y

“火焰燃烧”的例子 Try η=0.00002
⎪
⎨
⎪⎩

(0) =
0 2
y
t

η
η≤ ≤

f= inline('y^2-y^3' 't' 'y');

1.4

f= inline( y 2-y 3 , t , y );
ode23(f, [0, 2/eta], eta)

1.4

ode15s(f, [0, 2/eta], eta);

1.2 elapsed_time =8.3 1.2 elapsed_time =0.53

0.8

1

0.8

1

0.4

0.6

0.4

0.6

0.2 0.2
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变步长多步法!Matlab: ode_3



实例与M tl b d实例与Matlab demo
L 吸引子Lorenz吸引子

1963年，MIT的Edward Lorenz研究地球大气的流体模
型时发现的现象

n=3的常微分方程组 , 
y1(t)与大气对流有关, y2(t)和y3(t)
与水平和垂直的温度变化有关与水平和垂直的温度变化有关

σ: Prandtl数, β: 与区域的几何有关, ρ: 规范化的
Rayleigh数Rayleigh数
看似简单的非线性使系统表现非常复杂，虽然参数是
确定的 但会产生“混沌”现象确定的，但会产生 混沌 现象

三维空间中y(t)的轨迹混乱地在两个点（吸引子）之间
往返 有界但无周期 不收敛也不自交
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往返，有界但无周期，不收敛也不自交



实例与M tl b d实例与Matlab demo
L 吸引子Lorenz吸引子

y1

y2 y3

y3

怎么解释？怎么用Matlab求解？
y2

矩阵A有可能奇异，若有非零的y(0)使Ay=0，则y(0)为
ODE的不动点
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O 的不动点

实验表明这些不动点不稳定，接近它们时会被排斥



实例与M tl b d实例与Matlab demo
L 吸引子Lorenz吸引子

时奇异时奇异y2

要使Ay(0)=0，求A的化零向量，并使其第2个分量为y2
求解得到 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤求解得到： 1 0

0
0

ρ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
2y

两个吸引子:

0⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦2y

1, ( 1), ( 1) , 1, - ( 1), - ( 1)
T T

ρ β ρ β ρ ρ β ρ β ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
若参数σ=10, β=8/3, ρ=28, 吸引子为(27, ±8.5, ±8.5)
求解程序 以及演示程序

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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求解程序，以及演示程序



实例与M tl b d实例与Matlab demo
L 吸引子

演示程序：lorenzgui

Lorenz吸引子 comp9_6.m

comp9_1.m

( 1)β ρ −%
相位显示: opts= odeset(

% 形成矩阵A
相位显示:  opts  odeset(
'outputfcn', @odephas2, 
'outputSel', [1, 2]);

% 吸引子位置
% 初始值

设置输出处理函数设置输出处理函数

% A为额外参数% A为额外参数
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