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课程概要

授课教师：喻文健
E-mail: yu-wj@tsinghua.edu.cn  
Tel: 62773440 (O) 东主楼8区403室Tel: 62773440 (O) – 东主楼8区403室
助教：程康，chengkang2666@163.com

张青青，qingqing202@hotmail.com
网络学堂：提供课件 课程作业 阅读材料网络学堂：提供课件、课程作业、阅读材料、
Project信息等

答疑答疑
主要通过E-mail、网络学堂答疑
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主要通过 网络学堂答疑
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课程简介

数值算法、应用、高等（scientific computing）

课程目标

本科数值分析课程的扩展本科数值分析课程的扩展

重要数值算法及其实现, Matlab应用
大规模稀疏矩阵

较新的理论知识和实践锻炼

培养科研能力 在课题研究中应用 改进甚至

大规模稀疏矩阵
一些应用实例

培养科研能力：在课题研究中应用、改进甚至
创造有关数值算法的能力；文献、表达等
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教材与参考书
M. T. Heath，Scientific Computing: 
An Introductory Survey（第二版）An Introductory Survey（第二版），
清华大学出版社（影印版），2002年版。
或：张威等译，科学计算导论，清华大学或：张威等译，科学计算导论，清华大学
出版社，2005年版。

喻文健 译 “Matlab数值算法” 机械工喻文健 译, Matlab数值算法 , 机械工
业出版社，2006年
课件 以及其他补充资料课件，以及其他补充资料

网络学堂：课本勘误表；参考书的英文版
电 书 序包电子书和Matlab程序包
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授课方式与考核

授课方式授课方式

以讲授为主，课堂报告和讨论

考评方法

课程参与：5% 出勤、互动课程参与：5%
平时成绩：60%

作业通过网络学堂布置，
下一周上课时交纸件

期末Project ：40% (多种形式)
下 周 课时交纸件
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主要教学内容主要教学内容
一.科学计算导论

误差分析、计算机浮点算术精度体系

二.矩阵分解及其应用
QR分解 SVD分解以及应用；稀疏矩阵直接解法QR分解、SVD分解以及应用；稀疏矩阵直接解法

三.线性方程组求解的迭代解法
CG算法 GMRES算法 预条件技术CG算法、GMRES算法、预条件技术

四.常微分方程的数值解法

常微分方程组、初值问题、刚性、边值问题

五 偏微分方程数值解法基础五.偏微分方程数值解法基础

六.快速算法及其应用
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FFT，以及基于FFT的快速PDE解法



主要教学内容主要教学内容

七.课程报告(数值算法的应用)

说明：

在教学和实践环节，使用Matlab

课本”Scientific Computing”的交互式演示程序网站：课本 p g 的交互式演示程序网站
http://www.cse.illinois.edu/iem/
本课程涉及第1-4, 9-11章内容。本课程涉及第1 4, 9 11章内容。
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Introduction of Scientific 
Computing and 
N i l Al ithNumerical Algorithm
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数值分析 科学计算 数值计算数值分析、科学计算、数值计算
Numerical analysis = Scientific computingNumerical analysis  Scientific computing

数值计算作为当今科学研究的三种基本手段之一，是数学
和计算机应用于其他学科的桥梁，因此它的发展受到广泛
关注。有些发达国家甚至将科学计算作为衡量国家综合实
力的一个重要方面，大力推动其发展。

英文影印版序言

科学计算的含义也可包括软件和硬件两方面，这里的重

点是软件方面 即数值计算的有关算法 (数值仿真软件)点是软件方面，即数值计算的有关算法 (数值仿真软件)

“数值计算”主要是研究求解连续数学问题的算法的学科
（而不仅仅局限于计算误差的研究）对象 核心
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何谓“算法” - Algorithm

“Algorithm”Algorithm
源于九世纪阿拉伯学者的名字Al-Khwarizmi
其著作“ 是现代高中代其著作“al-jabr wa’l muqabalah”是现代高中代
数(algebra)课本的雏形

他强调解决问题时，系统的过程的重要性

计算机程序 数据结构 算法计算机程序＝数据结构＋算法

“Computing in Science & Engineering”(IEEE p g g g (
Computer Society期刊)在2000年第1期公布了其
评选的20世纪“十大算法” IEEE Computational

Wenjian Yu 12

评选的 世纪 十大算法 IEEE Computational 
Science and Engineering见网络学堂“教学资源”
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Top ten algorithms of the century
“W t i d t bl th 10 l ith ith th t t i fl th“We tried to assemble the 10 algorithms with the greatest influence on the 
development and practice of science and engineering in the 20th century”

Editors

1.1946 Los Alamos科学实验室的J. von Neumann, S.

Editors

1.1946 Los Alamos科学实验室的J. von Neumann, S. 
Ulam和N. Metropolis编的Metropolis算法,即Monte Carlo
方法(“随机漫步”)方法( 随机漫步 )
2.1947 兰德(RAND)公司的G. Dantzig创造的线性规划的单
纯型算法 (simplex method)纯型算法 (simplex method)
3.1950 美国国家标准局数值分析所的M. Hestenes, E. 
Stiefel和C Lanczos开创的Krylov子空间迭代法 (LanczosStiefel和C. Lanczos开创的Krylov子空间迭代法 (Lanczos
过程, CG算法)
4 1950’s 橡树岭(Oak Ridge)国家实验室的A Householder
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4.1950 s 橡树岭(Oak Ridge)国家实验室的A. Householder
形式化的矩阵分解方法 (表示成矩阵分解起了革命性作用)



Top ten algorithms of the century
5.1957 IBM由J. Backus领导的小组研制Fortran优化编译器

6.1959-61 伦敦Ferranti Ltd.的J.G.F. Francis发明QR算法，
稳定地计算中、小规模矩阵的所有特征值

7.1962 伦敦Elliot Brothers, Ltd.的Tony Hoare提出快速排96 伦敦 ot ot e s, td 的 o y oa e提出快速排
序算法(Quicksort)
8 1965 IBM Watson研究中心的J Cooley与Princeton大学8.1965 IBM Watson研究中心的J. Cooley与Princeton大学
及AT&T Bell实验室的J. Tukey共同提出了的FFT算法

9 1977 Brigham Young大学的H Ferguson和R Forcade9.1977 Brigham Young大学的H. Ferguson和R. Forcade
提出的整数关系侦察算法(应用于实验数学, 物理, 量子场理论)
10 1987 Yale大学的L Greengard和V Rokhlin发明了快速10.1987 Yale大学的L. Greengard和V. Rokhlin发明了快速
多极算法(fast multipole algorithm,多体问题, 线性复杂度)
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除了No. 2, 5, 7外，都属于或涉及数值计算的范畴!



数值算法与非数值算法

……
We might call the subject of these books “nonnumerical

The art of computer programming系列

We might call the subject of these books nonnumerical 
analysis.” Computers have traditionally been associated with 
the solution of numerical problems such as …… Numerical 
computer programming is an extremely interesting and rapidly 
expanding field, and many books have been written about it.

From D. E. Knuth, The art of computer 
programming, Vol. 1 (《计算机程序设计艺术》)

算法分为“数值算法”和“非数值算法”

数值算法用途非常广泛，发展迅速，具有跨学科特点；处
理连续数学的量，问题中经常涉及微分、积分或非线性。

“非数值算法”的研究则通常归于计算机科学
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数值算法：寻找快速收敛的(迭代)算法，评估准确度.



数值计算的问题与步骤

数值计算（科学计算、计算模拟、数值模拟）

没有解析解的问题：

有解析解，但很难计算、或代价太大: sinx
模拟通常难以达到的实验条件 (时间、金钱成本)

天体物理研究

数值模拟的步骤

天体物理研究

汽车碰撞实验，芯片投片前的性能仿真

数值模拟的步骤

建立数学模型（需要相关学科背景）

研究数值求解方程的算法
课程重点

研究数值求解方程的算法

通过计算机软件实现算法
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在计算机上运行软件进行数值模拟



数值计算的问题

数值模拟的步骤（续）

将计算结果用较直观的方式输出，如图形可视化方法

解释和验证计算结果，如果需要重复上面的某些步骤

上述各步骤相互间紧密地关联，影响着最终的计算结果
和效率（问题的背景和应用要求也左右着方法的选择）和效率（问题的背景和应用要求也左右着方法的选择）

Well-posed问题（well defined, 适定）

解存在 唯 连续地依赖于问题数据
反例：地震
的物理模型

解存在、唯一、连续地依赖于问题数据

问题数据的小改变不会导致解的突然变化

在数值计算中该条件非常重要，因为数据扰动必然存在

对well-posed问题，解仍可能对数据扰动非常敏感。
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Stable算法：算法本身不增加问题的敏感度

对well posed问题，解仍可能对数据扰动非常敏感。



数值计算的策略

用简单问题近似复杂问题（具有相同或非常接近的解）

无限维空间 有限维空间

无限的过程 有限的过程 （数值积分）无限的过程 有限的过程

微分方程 代数方程

（数值积分）

非线性问题 线性问题

高阶系统 低阶系统高阶系统 低阶系统

复杂函数 简单函数

复杂形式的矩阵 简单形式的矩阵

（多项式函数）

复杂形式的矩阵 简单形式的矩阵
• 求解过程：将问题简化 （估计简化的误差）
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求解简化后的问题



Numerical Software /Numerical Software / 
Package and MatlabPackage and Matlab
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数值软件/程序包

数值计算的软件与程序包

解决常见问题，促进各个科学和工程领域的科研

了解基本原理，学习算法设计和实现技巧

成为聪明的软件/程序包使用者

存在形式和资源存在形式和资源

互联网，免费/商业代码

Fortran, C, C++, Matlab
源代码使用，或API调用

交互式集成环境的软件
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www.netlib.orgg

Internet网络资源越来越
丰富，使用越来越方便！
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高质量数学软件追求的目标
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doc
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Source of Errors
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数值计算的误差

误差的来源

计算结果的误差

绝对误差和相对误差绝对误差和相对误差

数据误差的传递和计算误差传

截断误差和舍入误差

向后误差分析向后误差分析

问题的敏感性(病态性)问题的敏感性(病态性)
算法的稳定性
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Source of approximation
Which occur before a computation begins

Modeling: with simplified or omitted physical features 
(friction, viscosity, air resistance) 摩擦，黏滞性

Empirical measurements: laboratory measurements 
have finite precisionp
Previous computations: Input data may be the results 
of a previous computational stepof a previous computational step

Usually beyond our control although they are important toUsually beyond our control, although they are important to 
determine the accuracy of computation
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Source of approximation
Which occur during computation

T ti di ti ti itti i lif iTruncation or discretization: omitting or simplifying 
some mathematical features (derivative to finite differen
ce using a finite number of terms in an infinite series)-ce, using a finite number of terms in an infinite series)

Rounding: representation of real numbers and 
ith ti ti i lti t l li it d t fi itarithmetic operations is ultimately limited to some finite 

amount of precision 
Fi l i ff t d b ll U t i t i i t b lifi d b thFinal accuracy is affected by all approx. Uncertainty in input may be amplified by the 
nature of problem; Perturbations during computation may be amplified by algorithm.

The Earth is idealized as a sphere
Surface area of the 
Earth:

24A

The Earth is idealized as a sphere
r ≈ 6370 km, based on empirical measurements
Value of π must be truncated at some point
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24A rπ= The numerical values of input and the arithmetic 
operations are rounded



Absolute Error & Relative Error
Absolute error = approximate value – true value

Relative error = absolute error
true value

Final error 
involving all 
approximations

The absolute error is not its “absolute value”
Note the relative error is undefined if the true value is 0

pp

Note the relative error is undefined if the true value is 0
A completely error approx. ~ a relative error of at least 100%
E of 10 p p correct significant digits in 10 representationEr of 10-p ~ p correct significant digits in 10-representation
Precision: number of digits with which to be expressed
Accuracy: number of correct significant digits
We estimate or bound the error rather than compute it 
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p
exactly, because the true value is unknown



数据误差的传递
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截断误差：方
法误差、不考法误差、不考
虑计算机有限
精度的影响

舍入误差：计
算机有限精度算机有限精度
体系的影响

Wenjian Yu 31



2( ) ( ) ( ) ( ) / 2f x h f x f x h f hθ′ ′′+ = + +Taylor’s series:

Wenjian Yu 32



思考：怎么做Matlab
实验画出这个图?实验画出这个图

>> h=logspace(-16, 0, 17);
>> nd=(sin(1+h)-sin(1)) /h;>> nd=(sin(1+h)-sin(1))./h;
>> loglog(h, abs(nd-cos(1)))
>> axis([1e-16 1 1e-18 1e2])

Function: ( ) sin( ),  at 1f x x x= = M=1, є ≈10-16
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( ) ( ),f ,



传统意义上讨论的误差传统意义上讨论的误差

折合到初始数

例子：

折合到初始数
据的误差

向后数据误差向后数据
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向后误差分析向后误差分析

对向后误差的估计

IdeaIdea
将计算结果看成是一个“邻近”问题的准确解，或
者完全由输入误差导致的结果者完全由输入误差导致的结果

那么，如果计算结果是非常邻近的问题的准确解，
或对应于很小的向后数据误差，则计算结果就是好
的（算法是稳定的）

Why
分析误差的向前传播往往很困难(计算步骤多 误差分析误差的向前传播往往很困难(计算步骤多, 误差
限放得很大)
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向后误差分析相对容易，用于判断算法的稳定性
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较容易计算
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等价等价

病态
等价
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条件数远大于1



放大因子

数据传递的 输入数据的数据传递的
相对误差

输入数据的
相对误差

即：

数据传递的
相对误差

输入数据的
相对误差相对误差 相对误差
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函数求值问题

数据传递的误差

数据传递的相对误差

函数求值问题函数求值问题
的条件数估计式

Wenjian Yu 40

依赖于具体的函数与x的取值



敏感的问题

1.570796

敏感的问题

5 0 96

9.6809×104/1.58058 ×105

10-5/1 57079
准确条件数： ≈1x105
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10-5/1.57079



算法的稳定性

解同一个问题有多

算法的稳定性

可类比于 种算法

计算数据误差、舍
入误差，等等

向后误差分析

求解同一问题的不同算法也可看成是的等价的不同问题。
可能原始问题不病态 但某算法代表的数学问题（计算
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可能原始问题不病态，但某算法代表的数学问题（计算
过程）病态，则该算法也是不稳定的。



准确度：
对结果的对结果的
最终评价
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小结小结

误差来源：计算之前的、计算过程中的

Absolute Error & Relative Error
Data Error & Computational Error 思考典型的实际p
Truncation Error & Rounding Error
Forward Error & Backward Error

典 实
应用：数值计算
过程包括多个步
骤，怎么最大化Forward Error & Backward Error

Sensitivity (Conditioning) vs. Stability
骤，怎么最大化
最终结果的准确
性？

总误差

计算误差 输入数据计算误差 输入数据
传递误差截断误差 舍入误差

如何评估 对不同类型问题 向后误差分析； 问题病态性的概如何评估
大小？

对不同类型问题
进行理论分析

向后误差分析；
很难定量

问题病态性的概
念，条件数

如何减小 算法选择 选稳定的算法；避免误差 变换问题形式，
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误差？ 危害原则；双精度计算 改善病态性



Floating Point Arithmetic
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计算机的有限精度算术体系计算机的有限精度算术体系

浮点数浮点数

正规化

浮点系统的特点浮点系统的特点

舍入规则舍入规则

机器精度

此 规化与逐渐下溢此正规化与逐渐下溢

例外值例外值

浮点运算

抵消 象抵消现象(Cancellation)
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基数

科学计数法

尾数
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分数、小数



32位字长

64位字长

单精度

双精度
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正规化正规化

尾数d0d1…dp-1

基数
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总是1



x=0
< 2总字长

下溢值

上溢值上溢值

不均匀分布，不均匀分布，

仅在βE与βE+1之间均匀分布
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能精确表示实数的称为机器数



3位尾数，
指数从-1到1

放大率

粒状

仅在βE与βE+1之间均匀分布
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仅在βE与βE+1之间均匀分布



舍入规则

fl(1 75) (1 11)
例：3位尾数的系统

fl(1.75)=(1.11)2
fl(1.5)=(1.10)2

fl(1 625)=( ? )2

“砍” 截断舍入（类

fl(1.625) ( ? )2

1.10

砍 截断舍入（类
似“下取整”）

最近舍入（类似
“四舍五入”）

居中，不分胜负
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（另有误差源是输入
输出中10/2进制转换）



E=0时 舍入带E=0时，舍入带
来的误差上限

fl: 取最近的浮点数

个浮点数系统相对间隔1
⋅

≤ =
⋅

E

E
x x
x
( ) - β

β
mach

mach
fl ε

ε
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一个浮点数系统相对间隔
尺度（粒度）的度量

1⋅x β



pβ −

表示实数的相对表示实数的相对
误差限

演示程序：演示程序
floatshow.m

最小的正数
与尾数长度有关
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与最小指
数有关 overflow, 最大的数



0 L UFL0～βL，UFL

在IEEE标准中，
实际由一个特殊
的指数域值完成
(由于不存储首位)

次正规化浮点数
(由于不存储首位)

较少的有效
数字

增大的

数字

思考：能表示的最

Wenjian Yu 55

增大的

逐渐下溢

思考：能表示的最
小正数变为什么？



例外值

用户是否可见，还依赖于操作系统、编程语言和编译器。
序
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如果用户可见，则有利于调试程序和软件



前面讲数的
表示的误差

现在考虑浮
点运算造成
的误差的误差

商商

有误差！
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发散的发散的

此情形比前两此情形比前两
者都先发生！

应防止相差悬
= 1

是小于 的数
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应防止相差悬
殊的两数加减fl( )a a aε+ ⋅ =



意味着结果的相对误差 ~

注意：

1.这只是一步运算
2.一些熟悉的规则
在浮点系统中无效在浮点系统中无效

可交换
可结合

因此，要按运算顺序依次分
析每一步计算的误差，这导
致对实际问题的舍入误差分致对实际问题的舍入误差分
析非常困难。

由于 是很小的数，若
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采用较稳定的数值算法，最
终结果的误差不会很大。



“抵消”

仅三位有效数字
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仅 位有效数字



操作数

两数之差的相对误差变大！

相近数相减问

舍入误差

减法自身没有

相近数相减问
题的条件数很
大、很病态

减法自身没有
问题 作业题1.5
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正负交替序列

由于“cancellation”带来严重后
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由于“cancellation”带来严重后
果：
计算效率很低



只有取N=53项或更多
项进行求和，才能使结
果误差小于5%

如果x=15，则不会发生抵
消现象，项数N=23时结果
的误差就小于5%，主要误的误差就小于5%，主要误
差源是截断误差

取项数N=12，结果与
准确值的误差就已降至准确值的误差就已降至
1.8%
如果x=3，则不会发生抵消
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现象，项数N=8时误差就小
于1.2%



当系数a, b, c都很
大，或都很小时，
计算b2和4ac

当系数a, c相对
于b很小时于b很小时
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标准差

仅需遍历一次

因为相减的因为相减的
两数都非常
大，则被抵
消的位数也
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消的位数也
多



小结

基本概念：OFL、UFL、舍入规则、机器精
度 ；浮点运算的舍入误差、“抵消”machε度 ；浮点运算的舍入误差、 抵消

避免误差危害的建议

避免相差悬殊的数做加减法 大数吃掉小

mach

避免相差悬殊的数做加减法（“大数吃掉小
数”），相差的倍数达到 machε
避免符号相同的两相近数相减（cancellation）
注意计算步骤安排，使每步都是良态的问题

简化步骤，减少运算次数
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Assignment

阅读课本第 章有关内容阅读课本第一章有关内容

浏览网站: http://www.cse.illinois.edu/iem/浏览网站 p
练习题：1.5, 1.11, 1.19, 1.20
补充题 f 程序补充题：floatshow.m程序

（详见网络学堂上的要求）（详见网络学堂上的要求）
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