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摘 要

摘 要

在过去的几十年以来，集成电路的性能一直按照摩尔定律在发展，然而，在

尝试使集成电路性能在接下来的一段时间内继续按照过去的轨迹发展的过程中，

越来越多的难题出现在了研究人员的面前。一方面，由于特征尺寸的减小及集成

度的增大，互连线电容已经逐渐超过门电容，成为影响信号时延、信号完整性的

主要因素。因此在进行准确的电路仿真之前，必须准确地提取互连寄生电容值。

另一方面，为了提高集成度与性能，三维集成电路成为目前看来最有可能成功的

技术。但它的散热问题非常突出，需要在物理设计与验证中加以考虑。随着集成

电路的规模逐渐增大，对其进行电容提取和热仿真成为了很有挑战性的大规模计

算问题。

为了适应图形处理市场的需求，通用图形处理器(GPU)已经发展成为了一种

众核，高度并行化的设备。和普通处理器相比，GPU具有更高的浮点数运算能

力，更大的内存带宽。由于其具有的这些优点，如何将GPU应用在非图形计算领

域中的具有高运算量的问题中，已经成为了当前的一个热点研究问题。

本文围绕着如何将GPU应用到电容提取与芯片热仿真等CAD问题中，以便提

高计算效率，开展了一系列研究。一方面，本文提出了适合GPU架构的并行随机

行走电容算法流程、GPU友好的跳转概率存储结构、以及处理多层介质互连结构

的新型随机行走方法等技术。对实际工艺互连结构的电容提取实验显示，本文所

提出的技术能使单介质电容提取的速度加快70倍以上，使多介质电容提取速度加

快20倍以上。另一方面，本文提出了适合GPU加速的并行GMRES预条件算法，并

将它应用到含液态冷却管道的堆叠式三维芯片的热瞬态仿真中，实验结果表明，

使用GPU的预条件GMRES求解器比使用CPU的SuperLU方程求解器快63倍，大大

提高了三维芯片热仿真的计算速度。

关键词：电容提取 图形处理器 随机行走 三维芯片 热仿真
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Abstract

Abstract

During the past several decades, the performance of integrated circuits was pro-

gressing according to the Moore’s Law. However, in the effort to make integrated circuits

progressing with previous trace, challenges emerge. On one hand, with the shrinking of

the gate size and the increasing of the integration level, the parasitic capacitance of inter-

connects surpassed the capacitance of gates, and became the dominant factor influencing

signal delay and integrality. As the result, accurate capacitance of interconnects are re-

quired to be extracted before the detailed simulation. On the other hand, 3-D circuits

are envisioned to be the most promising candidate to reduce packaging size and increase

integrate level. While the most significant problem in way for 3-D circuits is the heat

dissipation issue.

To fulfill the needs of graphic processing, Graphic Process Units (GPUs) has evolved

into many-core, massively parallel device which has much higher computing throughput

than the multi-core CPU. Many researches have done to leverage the high computing

throughput of GPUs to accelerate non-graphic tasks. How to tackle GPUs to accelerate

the time consuming CAD algorithms has also became an hot research in EDA community.

This thesis researches on the efficient leveraging of the computing horsepower of G-

PUs to accelerate the computation intensive problems such as capacitance extraction and

thermal simulation. This thesis proposed three kernel iterative algorithm flow of floating

random walk algorithm for capacitance extraction. Together with the GPU-friendly data

structure which largely reduce memory accessing delay, numerical experiments results

show that, the GPUs based FRW can be more than 70 times faster than the CPU coun-

terpart for single dielectric problem, and more than 20 times faster for multiple dielectric

problems. This thesis also proposed a GPU based preconditioned GMRES solver, which

can be applied to the transient thermal simulation problem for 3-D circuits with liquid

coolant. Numerical results show that with suitable preconditioners, the GPU-based GM-

RES program can be as faster as 63 times than the CPU-based SuperLU for large thermal

simulations.

Key words: Capacitance Extraction Graphic Process Units 3-D circuits

Floating Random Walk Thermal Simulation
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第 1章 引言

第 1章 引言

1.1 集成电路互连电容提取

随着集成电路制造工艺的进步，互连线之间的耦合电容对电路性能的影响越

来越显著。这些影响主要体现在以下方面，首先，由于特征尺寸的减小，互连线

之间的距离也在减小，导致导线间的电容值增大；其次，由于用户对电路功能需

求的增加，在相同面积上集成的门越来越多，这导致了互连线总长度的增加，从

另一方面增大了互连线路上的电容值。如图 1.1所示，在特征尺寸达到250nm及以

下的时候，互连线上的延时已经超过门延时，成为影响电路性能的主要因素。而

今天的集成电路制造的特征尺寸远远小于250nm，集成电路互连电容值更是不能

忽视，如果想要对电路进行准确的时延仿真，必须要对电路进行准确的电容建

模。

图 1.1 互连线延时及门延时随着特征参数发展的变化

根据摩尔定律 [1]，集成电路上的晶体管数目每18个月翻一番，在今天的集成

电路制造工艺下，每一块芯片都有数以百万计的门器件，用来连接这些器件的互

连线的数量也十分巨大，因此，电容提取是一个典型的高度计算密集型的问题。

目前对电容进行提取的方法主要分为解析模型法和数值模拟法。

1.1.1 数值模拟法

数值模拟法以电磁场理论为基础，使用数学手段求解静电场中的拉普拉斯方

程组，从而能够得到准确的结果。数值模拟法可以分为确定性方法和随行性方法

1



第 1章 引言

两大类。

确定性方法一般以解线性方程组为基础，其又可分为有限差分法及边界元法

等。有限差分法使用差分代替拉普拉斯方程中的微分，将连续变化的变量进行离

散化，从而得到差分方程组的数学形式，通过求解差分方程组便得到静电场的信

息。有限差分法的不足之处是其需要将整个空间进行离散化，对于大规模的三维

问题，有限差分法的内存消耗及计算复杂度往往十分巨大。边界元方法从边界积

分方程出发，有别于有限差分法所进行的空间离散，边界元方法只对边界进行离

散，得到边界积分方程组，并通过求解所得到的边界积分方程组得到静电场的信

息。边界元方程能够将问题的维度降低，然而边界元方法的不足是它所生成的线

性方程组往往是稠密的，造成较大的方程求解时间。确定性方法对小规模的问题

十分有效，但是当问题规模很大的时候，其内存消耗和计算时间都迅速增大。基

于确定性的方法有很多加速算法，例如快速多极算法FMM(Fast Multiple Pole) [4]是

一种著名的基于边界元的电容提取算法，快速多级算法将边界元按照空间位置

划分为不同的集合，如果两个不同的集合的距离很远，那么，这两个集合之间

的相互作用可以在不损失精度的情况下等效到两个集合的等效中心的相互作用；

如果两个集合距离较近，则使用传统的边界元算法求解。FMM算法可将算法的

复杂度降到O(nm)，这里m是导体数量，n是边界元的数目。著名的电容提取软

件FastCap就是基于快速多极算法实现的。

蒙特卡洛方法不同于确定性方法，它不需要生成和求解线性方程组，而是使

用蒙特卡洛算法计算积分值。这样做的优点是节省存储线性方程组所需消耗的内

存，使其更适合求解规模偏大的问题。此外在使用蒙特卡洛算法计算积分值的时

候，结果的精度是可以根据采样步数计算出来的，因此蒙特卡洛算法能够获得任

意所需的精度。正是由于蒙特卡洛算法所具有的这些优点，使得其逐渐成为今天

电容求解领域中的主流算法。代表性的求解电容值的蒙特卡洛方法是悬浮随机行

走(Floating Random Walk, FRW)算法，它由Iverson等人在1990年的时候第一次提

出 [5]。

1.1.2 解析模型法

解析模型法以实验、测量或者数值模拟法得到的准确的结果作为基础，首先

通过建库，插值拟合等近似方式得到电容值的解析公式。当需要计算一个未知结

构的电容时，解析模型法首先对该结构进行几何及材料信息分析，得到该结构所

对应的电容解析公式中的相关参数，然后将这些参数代入到对应的拟合好的解析

公式之中，计算得到该结构的电容值。解析模型法的优点是其速度快，对每个电

容结构进行提取的时候无需求解线性方程组。然而很显而易见的是，解析模型法
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的精度不足，难以对复杂的三维结构进行精确地计算。此外，解析模型法通常只

对当前工艺中常见的互连结构准确建模，当新工艺出现时，其对新结构的计算结

果往往是不准确的，需要花费很长时间对新工艺进行建模及调试。例如当鳍型场

效应晶体管(Fin Field-Effect Transistor, FinFET)出现时，因为现有的解析电容模式

库未对对其结构做过专门的建库，故对其进行拟合的结果就不是可靠的。例如，

本人曾使用数值模拟法对使用FinFET的电路进行参数提取，以弥补解析模型法的

不足 [3]。尽管解析模型法具有上述的缺点，但是由于其他的数值方法尚无法对全

芯片级的电路在合理的时间内完成电容提取，解析模型法在商业软件中得以广泛

使用，例如Synopsys R○公司的Star-RCXT [2]寄生参数解决方案中对电容的提取流程

就是基于解析模型法。

随着互连线对集成电路的影响越来越显著，电路仿真时对电容精度的要求越

来越高，解析模型法等工作已经越来越不能够满足准确仿真的需求。另一方面，

随着计算机计算能力的突飞猛进，以及新的快速数值模拟方法的提出，尤其是蒙

特卡洛法的发展，数值模拟法正在越来越被重视。

1.2 集成电路热分析

在很长一段时间里，集成电路的设计们在设计集成电路的时候，他们并没有

意识到他们在设计电路的时候同时也设计了一个热系统。在过去的很多情况下，

芯片上的热量对芯片性能的影响都是可以忽略的。然而，随着集成电路制造工艺

的逐渐进步，芯片功率密度逐渐增大，芯片温度对芯片性能的影响正在变得越来

越显著，芯片功率密度随着MOS管沟道长度变化情况如图 1.2所示。半导体产业

分析人士认为，在沟道长度降到0.1微米以下时，温度对电路性能的影响将变得不

可忽略 [6]，而今天的集成电路的沟道长度远远低于这个标准，更应当引起我们的

重视。

随着集成电路的封装密度及总功耗的逐渐增大，芯片的温度也变得越来越

高。芯片上的温度上升对集成电路的性能和可靠性有着重要的影响。当芯片的温

度过高超过阈值时，甚至会对电路造成结构性的损坏。因此，在芯片设计完成之

后，需要进行热仿真，确保其在正常工作时温度不至于过高，之后才能投入生产。

对集成电路所进行的热分析必须是快速而准确地，只有这样才能够减少产品开发

时间，在第一时间进入市场，获得最大收益。然而，集成电路的规模往往是十分

巨大的，并且其规模还在按照摩尔定律而持续地增大。为了克服巨大计算量与要

求的快速的仿真流程之间的矛盾，目前的很多热分析模型采用近似的模型来进行

热分析，这些模型往往是有缺陷且不准确的，例如在 [8] 中所使用了平行互连矩阵
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图 1.2 集成电路功率密度随着沟道长度的变化趋势 [6]

的温度阻值模型，该模型忽略了其边缘热耗散，从而导致了误差的出现；在 [9]中

使用保角映射的方法得到解析模型，而该模型只是对单独的导线分析时准确，而

有多导线相互作用的时候则有很大的误差。除了近似模型之外，还有的工作从热

传导方程出发，使用有限差分法等数值手段，对集成电路进行准确的建模，这些

工作往往能够得到准确的结果，然而，受限于其生成以及求解方程组的庞大的计

算量，它们往往只能对集成电路的一小部分作分析，而缺乏进行全芯片仿真的能

力。

1.3 基于图形处理器的并行计算

图形处理单元(Graphic Processing Units, GPU)是在计算机显示卡中的图形处理

单元，其主要功能是3D画面运算和图形加速，为了满足上述功能，目前GPU已发

展成一种高度并行化的，多核的计算平台。与CPU相比，GPU具有非常高的浮点

计算能力和内存带宽，如图 1.3所示。在GPU的芯片设计中，更多的晶体管被用在

了数据处理方面，即用来制造算术逻辑单元(Arithmetic Logic Unit, ALU)，而不是

像中央处理单元(Central Processing Unit, CPU)一样将很多的晶体管用于数据缓存，

分支预测等方面。因此，GPU更适合处理流程简单，算术指令密集的任务。GPU

的存储主要包括寄存器(Register)，片上共享存储(Shared Memory)以及片下的全局

内存(Global Memory)等。每个流多处理器(Streaming Multiprocessor, SM)对应一块

共享内存，同一块流多处理器上的计算单元能够访问该共享内存。共享内存因为

处于芯片上，所以其速度非常快，和寄存器的访问速度相近，然而，共享内存的

容量很小，例如对于FermiTM架构的图形处理器，每块流处理器上只有48KB的共

享内存。全局内存是一种全局的片下存储，所有的流处理器上的计算核心都可以

访问全局内存。全局内存的容量比较大，一般在几个GB的量级，然而，全局内存
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(a)每秒浮点运算次数 (b)内存带宽

图 1.3 GPU的浮点运算能力与内存带宽与GPU的比较

访问的速度十分缓慢，访问延时长达数百个时钟周期，在实际的使用中，全局内

存访问的时间开销往往成为整个程序性能的瓶颈。因此，在实际使用全局内存的

时候，对全局内存访问所做的优化十分重要。

Common Unified Device Architecture(CUDATM)是Nvidia R○ 公司发布的基于图

形处理器的并行计算环境。通过在C 语言的基础上进行扩展，使得图形处理

器能够方便地计算通用的非图形类的问题。通常的CUDA程序是由一个或多个

内核(Kernel)组成，每个内核启动很多个可以并行地在图形处理器上运行的线

程(Thread)。一定数量的线程组成一个线程块(Thread Block)。CUDA将每个线程

块分配给一个流多处理器(Streaming Multiprocessor, SM)执行，对应地每个线程分

配给流多处理器中的一个流处理器(Streaming Processor, SP)，CUDA中线程组织

与对应硬件之间的关系如图 1.4所示。在运行的时候，每个线程块中的32个线程

组成一个warp。CUDA中任务的执行遵循单指令多线程 (Single Instruction Multiple

Threads, SIMT) 的模式，warp 是CUDA 程序调度的最小单元。在相同的时间内，

所有的在同一个warp中的线程只能执行相同的指令，但是可以处理各自分别的数

据。倘若不同线程需要处理不同的指令，那么这些线程必须串行地执行，如图 1.5

所示。图形处理器使用单指令多线程并行模式的原因是在设计和制造图形处理器

的时候，将更多的晶体管用于数据处理而非指令处理上，在每个流多处理器上只

有一个指令处理单元，即一个流多处理器上的所有流处理器共享一个指令处理单

元。因此，在基于图形处理器的程序设计中，应该尽可能地减少不同线程处理不

同指令的情况，使得可以并行执行的线程个数尽可能地多。

现在的GPU已经能够做大部分CPU所能作的事情，很多人让相信未来的处

理器架构发展的趋势是基于中央处理器与图形处理器的整合。例如AMD R○ 公
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图 1.4 CUDA中线程及硬件的对应关系
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图 1.5 线程指令流出

现分歧时的执行

司正在研究的加速处理单元(Accelerated Processing Units, AMD)就是一种将中央

处理单元及图形处理单元集成到同一块晶片上，协同计算、彼此加速，从而大

幅提升电脑运行效率的下一代处理器。从最近超级计算机的发展趋势也可以看

出GPU在计算能力和能源利用率方面的巨大潜力。目前世界上速度最快的超级

计算机是由美国Cray R○ 公司承建的泰坦(Titan) [10]，其为世界上第一台以通用图

形处理器(GPGPU)为主要数据处理单元的超级计算机。泰坦使用AMD提供的皓

龙(Opteron)中央处理器链接NVIDIA提供的Tesla图形处理器进行协同运算，其使

用18,688颗中央处理器和相同数量的图形处理器，达到了27petaFLOPS的浮点计

算能力。除了具有超高的运算性能之外，由于大量使用了GPU，泰坦还具有超高

的能源利用效率，其每消耗1W 的电量能够获得2142.77megaFLOPS 的浮点运算

性能，在根据性能功耗比进行排名的全球500强超级电脑排名Green500中也名列

第三 [11]。此外，在最近刚刚落幕的2013年度ASC13总决赛上，清华大学夺得总冠

军，他们在3000瓦功耗限制下创造了7.58Tflops的Linpack成绩 [12]，为国际同类大

赛最好成绩，他们使用的也是CPU-GPU的异构集群。

1.4 本文主要工作

本文对如何将GPU使用到电容提取与热分析的应用中，来减少计算时间提高

计算效率这一课题进行了研究，主要贡献如下：

∙ 提出了针对随机行走算法的三阶段方法，将随机行走流程分为三个小阶段，

不同阶段之间使用图形处理器的片上内存进行数据交换。实验结果表明，三

阶段方法能够有效减小不同线程之间的指令分歧，增大并行度，从而加快计

算速度；对单介质结构，提出了适合图形处理器的数据结构，从而减少了图

形处理器的内存访问时间。针对多介质结构，提出了一种新型的采样方法，
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使得所提出的对单介质的数据结构能够使用到多介质问题之中；针对大规模

互连电容提取问题，提出了多线网并行提取策略来增大并发的线程数量，从

而进一步地加快了计算速度。

∙ 从基本的固、液体热传导方程出发，使用有限差分法对含液体冷却管道的

三维芯片进行了热建模，并使用基于GPU的带有预条件技术的GMRES算法

对其进行了瞬态热仿真。数值实验表明，采用基于GPU的GMRES求解器，

在对三维芯片进行瞬态热仿真时，比使用CPU上的SuperLU并行求解器快63

倍。

本文共分为五章，后续各章主要内容如下：

∙ 第二章介绍了集成电路电容提取及热分析的研究现状。

∙ 第三章介绍了使用GPU加速电容提取的随机行走算法，以及实验结果。

∙ 第四章介绍了面向三维芯片热仿真的GPU并行算法，以及实验结果。

∙ 第五章是总结与展望，对本文的工作进行总结并对未来的工作进行展望。

在本文最后是参考文献，个人简历以及论文发表情况。
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第 2章 集成电路电容提取及热分析的研究现状

本章首先介绍用于集成电路电容提取的主流算法，及其优缺点，重点是随机

行走算法与边界元算法。其次，本章还介绍了对含有液态冷却管道的三维堆叠

式芯片的热建模方法。在本章的最后部分介绍了目前一些在EDA领域中成功使

用GPU进行加速的算法研究现状。

2.1 悬浮随机行走电容提取算法

2.1.1 算法原理

随机行走方法的基础是下面的积分公式

φ(r) =

∮︁
S

Gφ(r, r(1))φ(r(1))dr(1) (2-1)

其中φ(r)是在点r处的格林函数。S是一个包围点r的闭合面，被点S包围的区域又

常被称为转移区域，Gφ(r, r(1))被称为格林函数，其值非负并且在S表面的积分为1。

因此，根据蒙特卡洛积分的原理，求φ(r) 点电势的问题可以看成在表面S 上的

点φ(r(1))采样统计。

在公式 (2-1)中如果φ(r(1))处的电容值未知，我们可以把公式 (2-1)重复运用来

求解φ(r(1))的值，并得到下面的嵌套的积分公式：

φ(r) =

∮︁
S (1)

G(1)
φ (r, r(1))dr(1)

∮︁
S (2)

G(2)
φ (r(1), r(2))dr(2) · · ·

∮︁
S (k+1)

G(k+1)
φ (r(k), r(k+1))dr(k+1)

(2-2)

其中，S (i), (i = 1, . . . , k + 1)是以r(i−1)为中心的第i 个转移区域，G(i)
φ (r(i−1), ri), (i =

1, . . . , k + 1)是关联点r(i−1)与点r(i)之间的电势的格林函数。公式 (2-2)可以看成一个

随机行走的过程：对于行走的第i步，以点r(i−1)为中心，构造一个转移区域，然

后从该转移区域上按照格林函数G(i)
φ 作为采样概率密度取点r(i)，然后类似地进行

第i + 1步，以及更多的行走，直到点落在一个电势已知的表面。在单介质问题中，

如果第i个转移区域的表面S (i)被规格化到单位大小，格林函数G(i)
φ (r(i−1), ri)对所有

的i = 1, . . . , k + 1都是一样的，因此，我们可以事先计算好格林函数的的值，并将

其保存到内存中，每次行走的时候可以直接读取。因为格林函数可以预先计算好，

这样在随机行走的时候就不需要花费计算资源在格林函数计算方面，随机行走算

法的主要计算开销成为了几何操作。
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公式 (2-2)给出的是使用随机行走计算电势的方法，如果需要计算互连线之间

的耦合电容，还需要得到导体感生电荷和导体电势之间的关系。假设在一个结构

中有M个导体，我们需要求解的目标是第 j个导体与其它导体的耦合电容。我们首

先需要在导体 j周围做一个包围导体 j的，并其且不和任何其它导体相交的闭合表

面，我们将该表面称为高斯面(Gaussian Surface)，根据高斯定理有

Q j =

∮︁
G j

D(r) ∙ n̂(r)dr =

∮︁
G j

F(r)(−∇φ(r)) ∙ n̂(r)dr (2-3)

其中Q j是在导体 j表面的感生电荷量，D(r)是在点r处的电偏移量，F(r)是点r处的

介电常数，n̂(r)是在点面G j在点r处的法向量。将式 (2-1)代入式 (2-3)可以得到：

Q j =

∮︁
G j

F(r)g
∮︁

S (1)
ω(r, r(1))G(1)(r, r(1))φ(r(1))d(r(1))dr (2-4)

其中g是一个仅与空间位置相关的常数，ω(r, r(1))是权值，其定义如下：

ω(r, r(1)) = −
∇rG(1)(r, r(1)) ∙ n̂(r)

gG(1)(r, r(1))
(2-5)

其中∇r是一个作用在点r处的梯度操作符，其满足∮︁
G j

F(r)gdr = 1 (2-6)

我们可以观察到，式 (2-4)中，第一个积分可以看成是在高斯面G j上的一个随机

采样，第二个积分则可以根据前面式 (2-2)所描述的随机行走的过程来计算。至

此，对导体感生电荷量的计算可以通过用对电势的计算得到，对电势的计算则能

够通过随机行走得到，再根据电容的定义

C = QU (2-7)

我们就可以通过随机行走算法得到所需计算的电容值。

2.1.2 随机行走算法中的一些加速技术

我们可以很简单地推出随机行走算法所消耗的时间为

Ttotal = Nhop × Nwalk × Thop (2-8)

其中Ttotal为算法总时间，Nwalk为行走步数，Nhop为平均每次行走所需要进行的跳

转次数，Thop为每次跳转所消耗的时间。提高随机行走算法的性能在于减小公

式 (2-8)中的每个乘子。

首先我们来考虑如何减小Nhop。理论上，S (i)可以是任何一个包围点r(i−1)且不

包含任何导体的闭合区域，然而，转移区域S (i) 的形状对Nhop 有着至关重要的影
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Dielectric Interface

hop_length

max_hop_length

图 2.1 当有多层介质时最大转移区域与实际转移区域的示意图，其中绿色方框为最大转

移区域半径，红色方框为实际转移区域半径

响。在Iverson等人最开始提出随机行走算法的时候，他们所用的转移区域的形状

是球形。对于球形转移区域，格林函数有着简单的解析表达式 [13,14]。然而，在集

成电路中，为了减小相邻导线的串扰，在数字电路中，互连线往往都是曼哈顿结

构的，即导线的表面都是呈垂直或水平方向的，而球形转移区域和曼哈顿形状的

互连线只能在切点处相交。因此，对于球形转移区域来说，行走点很难落到导体

表面而终止，每次采样所需的跳转次数特别长，计算效率不理想。现代的求解互

连线电容的随机行走算法一般使用立方体转移区域，其与互连线可以在几个面上

相交，因此在跳转的过程中行走点落到导体上而终止的概率较大，每次行走的平

均Nhop值较小，效率较高。当立方体转移区域只位于一个均匀的介质层之中时，

格林函数有着解析的表达形式，在 [15] 中推导了当转移区域位于单介质中且为立

方体的时候的格林函数的推导。

除了转移区域的形状之外，每次生成的转移区域的大小对Nhop也有着重要的

影响。根据Rollins的报告 [16]指出，随机行走算法的时间有以下关系：

Ttotal ∝
max hop length2

hop length2 (2-9)

其中max hop length为理论上可生成的最大转移区域的半径，hop length为实际使

用的转移区域的半径。如图 2.1所示。

图 2.1中，由于有介质交界面的存在，使用单介质的转移区域时，最大半径

只能与介质交界面相切，而若使用多介质转移区域，转移区域的最大半径能够大

大扩展，使得算法效率提升。然而，当转移区域穿越多层介质时，格林函数并没

有简单的解析公式，一些数值方法可以用来得到多介质问题中的格林函数。例如

在 [17]中，使用有限差分法计算得到穿越两层介质的转移区域的格林函数，本文中

当转移区域穿越多层介质的时候，我们采用 [17]中的算法。类似单介质，我们可以

将多介质的格林函数预先计算并存储在磁盘当中，在随机行走算法开始的时候将

格林函数表读取到内存中以供需要时使用。
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算法 1是使用立方体转移区域及穿越多层介质格林函数之后的算法，图 2.2是

与之相对应的随机行走过程。

Algorithm 1适用多介质情况下的随机行走电容提取算法
1: 读入预先计算好的对单介质和多介质的转移概率和权值函数表；

2: 构造一个包围主导体且不与其它环境导体相交的立方体表面，即高斯面；

3: C ji B 0;npath B 0;

4: repeat

5: npath B npath + 1;

6: 从高斯面上取一个点 r(0)，然后然后生成一个以该点为中心的立方体转移

区域（可以跨越多层介质）T，从表面T按照转移概率取一个点r(1)，然后按照

预先读入的权值函数表计算出该次行走对应的权值ω；

7: repeat

8: 根据导体在空间的位置分布情况构造最大的转移区域；

9: 按照转移概率从转移区域表面取点；

10: until当前点触碰到导体表面；

11: C ji B C ji · (npath − 1) + ω/npath

12: until精度满足要求；

接下来我们考虑如何通过减小Thop来提高随机行走算法的效率。在随机行走

算法中需要进行成千上万次跳转，因此，减少每次跳转所需要的时间对提高算法

性能有着重要的影响。每次跳转多需要进行的核心操作在于如何查找到与当前点

最近的导体，并计算得到最近距离，然后用该距离生成转移区域。在电容提取的

实际应用中，对于大规模的电路，有非常多的导体需要查找。如果使用遍历的方

法，算法所消耗的时间将是非常巨大的。因此，高效的随机行走算法需要有高效

的空间管理技术，使得每次跳转的时候需要查找的导体数量尽可能少。

目前主流的空间管理技术可分为基于树状结构与基于网格结构两种。树状结

构的空间管理技术主要包括八叉树及K-D树两种。八叉树 [18] 是一种著名的用来进

行空间管理的数据结构，在八叉树的数据结构中，每个节点管辖一定的三维空间，

这个节点保存所有的有可能离该空间中的任意一点最近的候选导体的集合。当候

选导体的数量超过一个阈值的时候，则将该三维空间裂解成八个子空间，对应的

八叉树的节点也进一步地分为八个子节点，持续这样的过程，直到空间每个节点

中的候选导体的数量小于预先设定的阈值为止。当八叉树建立好之后，在每次查

找离一个点最近的候选导体集合的时候，只需要从八叉树根节点开始查找包含该

点的叶子结点，叶子结点存储这有可能离这个点最近的所有候选导体。图 2.3显

11
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Interface

Interface

图 2.2 当使用立方体转移区域，并使用跨越多层介质格林函数时的随机行走过程的示意

图，其中绿色方框代表当前生成的转移区域

Level 0 node

Level 1 node

Level 2 node

图 2.3 使用八叉树管理空间的示意图，图中显示的是二维空间的示意图，三维空间情况

类似

示的是使用四叉树管理空间的一个例子，而八叉树为四叉树在三维空间上的扩展，

可以类似地得到。

八叉树的一个问题是每个字节点的深度不一样，导体分布越密集的区域，叶

子结点的深度相应地更深。对于深度大的叶子结点，有时候需要花费相当可观的

操作才能从根节点遍历寻找到叶子结点。相比之下，K-D树 [19]在每次裂解子空间

的时候，不是将子空间等大小划分，而是按照每个空间的候选导体数目等分。这

样相对于八叉树来说，K-D树往往更加平衡，即所有叶子结点的深度往往更加平

均。一个使用K-D树管理空间的例子如图 2.4所示，注意该例子中使用K-D树能

够生成一棵平衡树，而若使用八叉树则生成的树是不平衡的。

使用K-D树能够减少查找叶子结点所需要的操作，但是K-D树的问题在于在

遍历树的时候的每次跳转的操作比较费时，需要查询如何当前空间是如何分裂

12
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图 2.4 使用K-D树管理空间的示意图，图中显示的是二维空间的示意图，三维空间情况
类似

图 2.5 使用网格法管理空间导体的例子，图中显示的是二维空间的示意图，三维空间情

况类似

成子空间的，相比之下，八叉树则只需要将空间进行等分。因此，K-D树在实际

使用的时候效率并不能保证一定比八叉树效率高。使用树状结构对于导体分布

密度不均匀的时候效率很高，然而，在实际的集成电路布局中，会尽量使得各处

布线密度均匀。对于规模非常大并且各处布线密度相对均匀的情况下，工业界

中往往使用网格的方法来对空间进行管理，例如Synopsys R○的随机行走电容计算

程序Rapid3dTM中，就是使用基于网格的方法来管理空间中的导体 [16]。网格法中，

首先将空间均匀分成等大小的网格，每个网格记录与其相交的导体的编号。这样，

在定位一个点所在的网格的时候，因为各个网格大小均匀，则可以直接通过坐标

计算一步得到点所在网格的编号。又由于实际布线中，导体分布相对均匀，各个

网格所包办的候选导体数量往往相近。网格法由于其数据结构非常简单，对大规

模输入数据支持好，而常被工业界所采用。

2.2 边界元电容提取算法

边界元算法(Boundary Element Method, BEM)是一种用来求解线性偏微分方程

组的数值方法，它将微分方程转化为边界积分方程，然后使用矩量法 [20](Method

of Moment, MoM)进行求解。边界元法可应用于流体力学、声学、电磁学和断裂
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力学等诸多工程科学领域(在电磁学中，边界元法是矩量法的别名)。边界元法按

照将微分方程转化为积分方程的过程中的边界变量及积分公式的不同，可以分为

直接边界元法和间接边界元法。

2.2.1 边界元方法的理论

在每个均匀的介质之中，静电场满足下面的方程式：⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
∇2u = ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2 in Ωi, i = 1, · · · ,M

u = u0 on Γu

q = ∂u
∂n = 0 on Γn

(2-10)

其中u与q分别为电势和电场强度；Ωu为狄利克雷边界，通常为导体表面，在该边

界上电势u已知，为预先设定导体的偏压值；Ωn 是纽曼边界，通常为介质区域的

外边界，在该边界上的法向电场强度已知为0；n表示在纽曼边界条件上的单位外

法向量。

在不同介质交界面上电势与电场强度满足连续性方程：⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ εa
∂ua
∂na

= −εb
∂ub
∂nb

ua = ub

(2-11)

其中εa与εb表示介质a与介质b的介电常数。

使用直接边界元方法，可以将式 (2-10)所示的静电场中的偏微分方程组转化

为下面的边界积分方程组：

csus +

∫︁
∂Ωi

q*udΓ =

∫︁
∂Ωi

u*qdΓ (2-12)

其中us是在点s的电势；cs是一个与点s附近几何特性有关的常数；u*是拉普拉斯方

程的基本解；q* 是u*沿着外边界法向的倒数；∂Ωi是第i个介质区域的边界。通过

将方程 (2-12)离散之后，能够得到下面的离散形式的边界积分方程：

csus +

Ni∑︁
j=1

u j

∫︁
Γ j

q*kdΓ =

Ni∑︁
j=1

q j

∫︁
Γ j

u*kdΓ k = 1, · · · ,Ni (2-13)

其中Γ j是在离散后的边界∂Ωi 上的第 j个边界元，u j与q j分别是Γ j 上的电势及法向

电场强度。

2.2.2 线性方程组的生成

方程 (2-13)中的积分可以分为奇异积分与非奇异积分两种。当积分源点落在

积分区间之内的时候，即k = j的时候，积分为奇异积分，文献 [21]中给出了关于奇
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异积分的计算方法： ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫︀

Γi
u*i dΓ = 0.5∫︀

Γi
q*i dΓ = 1

π
× r1 ×

(︀
log( 1

r1
) + 1
)︀ (2-14)

其中r1是积分区间的长度的一半。

如果在式 (2-13)中，k , j，那么积分变为非奇异积分，通常地，数值积分

方法，例如高斯积分 [22]可以被用来求解非奇异积分。通过积分可以求出方程 (2-

13)之中的各项系数，然后可以通过移动方程中的未知变量u与q的位置，使得所有

的未知量位于方程的左边，而已知量位于方程的右边，最终可将边界积分方程写

成线性方程组的标准形式

Ax = b (2-15)

在集成电路工艺中，不同介质分层分布，如图 2.6(a)所示，根据边界元算法

的理论，不同介质区域中的元素只在介质交界面上相关，通常可以通过调节未知

量的编号，使得所有的未知量集中在主对角线两侧，如图 2.6(b)所示。
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(b)调整未知变量之后的线性方程组非零
元分布

图 2.6 对于介质分层工艺的集成电路中调整未知变量之后的线性方程组非零元分布

当所生成线性方程组规模较大的时候，GMRES [23]等迭代解法因具有速度快，

内存消耗低等优点 [24]，通常可以用来对其进行求解。
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第 2章 集成电路电容提取及热分析的研究现状

2.3 基于有限差分的三维芯片热仿真

2.3.1 问题背景

三维芯片被认为是最有可能使集成电路性能按照摩尔定律 [1]继续进步的技术。

基于硅通孔(Through Silicon Vias, TSV)的三维堆叠技术使得三维芯片能够将异构

的器件，例如计算单元、内存及模拟器件等，集成在一起，使得在单位面积上集

成的晶体管数量按照摩尔定律持续增加。然而，基于硅通孔的三维芯片也带来了

一些其他的问题，例如怎么将芯片内部的热量导出到芯片外部等问题。三维芯片

堆叠的层次越多，芯片内部的热流密度也就越高，例如，对于某些三维芯片，其

热量密度能够达到250w/cm2 [25]，如果不能够有效地将芯片内部的热量转移出去，

会使得三维芯片的性能及可靠性受到限制 [26]。因此，三维芯片的冷却技术成为当

前研究的热点问题。传统的散热技术采用硅通孔与散热片，已有非常多的相关论

文得到发表，如 [27–31]等。垂直硅通孔不仅能够作为信号传导通路，其具有良好导

热性，也能够将热量在垂直方向上传导，从而使芯片内部的热量能够传导到热衬

底上。然而，一方面，硅通孔的数量有限，并不能够完全解决三维芯片散热问题，

另一方面，硅通孔并不能很好地改善芯片在水平方向温度不均匀的问题，芯片在

水平方向的散热也值得关注，在 [25]中提出了一个使用层间加入多个微管道，管道

中流通液态冷却剂的方法来将芯片内部的热量导到芯片外部的模型，如图 2.7所

示。这将是未来三维芯片发展所需的重要散热技术，然而针对这种结构的热分析

的研究还不多，在本节的接下来的内容中将介绍如何针对这种结构进行热建模。

图 2.7 增加了层间液态冷却管道的三维堆叠芯片示意图 [25]

2.3.2 使用液态冷却的三维芯片的热建模

为了得到固体单位元的热传导模型 [27,32,33]，通常首先使用有限差分法对固

体仿真区域进行离散化，对于离散化后的每个固体单位元，其热传导模型如

图 2.8(a)所示。
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第 2章 集成电路电容提取及热分析的研究现状

(a)固体单位元 (b)液体单位元

图 2.8 固体和液体单位元的热流方程建模示意图 [32]

而对于液体仿真区域进行离散化后得到的单位元的热传导模型则如

图 2.8(b)所示，可以看出，在液体的导热方程多了对流导热项，流体的热流公

式如下：

d
dt

∫︁
R
ρûdx = −

∫︁
S

(ρĥ)~u · ~ndS −
∫︁

S
(−k∇T ) · ~ndS +

∫︁
R

q̇dR (2-16)

其中R是控制体积，S是其表面，~n是表面的外法方向向量，ρ是材料密度，û是内

部能量，ĥ是对流系数，~u是流体流动速度，k是材料的热导系数，T是温度，q̇是

体积内部产热速度。对 (2-16)使用高斯定理，并根据du = cpdT，可以得到

ρcp
∂T
∂t

= −ρcp~u · ∇T + k∇2T + q̇, (2-17)

其中 cp是材料的容积比热。

对方程 (2-17)使用有限差分法进行离散化，并假设液体的流动方向是x轴方

向，可以得到

ρcp
T
t

=
kxx

∆x2 (Ti+1, j,k − 2Ti, j,k + Ti−1, j,k) +
kyy

∆y2 (Ti, j+1,k − 2Ti, j,k + Ti, j−1,k)

+
kzz

∆z2 (Ti, j,k+1 − 2Ti, j,k + Ti, j,k−1) + uxx
ρcp

2∆x
(Ti+1, j,k − Ti−1, j,k) + g(~v, t) (2-18)

其中Ti, j,k是在离散网格(i, j, k)上的温度，kxx，kyy和kzz分别是沿着x，y，z方向的热

传导系数，g(~v, t)是体积∆v = ∆x∆y∆z内产生的热量。可以将方程 (2-18)写成如方

程 (2-19)所示的普通的偏微分方程组格式

GT(t) + C
dT(t)

dt
= BU(t) (2-19)

其中G与 C分别代表热导及热电容的系数矩阵，B是热源的输入位置矩阵，T(t)是

芯片上各点温度的向量，U(t)是热源的输入向量。

在液流导热微管道的管道壁处，其热导率为gside = hsideS，其中hside 是管道

壁的热导系数，S是管道的表面积，可以用其来计算管道中流体与管道壁的热量

交换。
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注意在冷却管道内部的液体单位元中，每个单位元的热传导模型有

Ic = ρCpuxx
Ti+1, j,k − Ti−1, j,k

2∆x
(2-20)

这一项，其代表的是沿着管道方向的对流热量交换。而在芯片的其他位置的固体

单位元中，uxx为零，因此，这导致了最后的G矩阵不对称。

之前的对液态冷却电路的热仿真研究工作中，绝大部分简化了仿真的流程，

例如在 [27,28]中，使用了基于有限差分高层次的互连线路电导模型来模拟自产热电

路的热传导模型，而这种方法只适用于传统的固态电路，并不能模拟带有对流导

热的液态冷却技术的电路。此外在 [29–31] 的研究工作中，只关心了芯片的达到热

稳态时候的仿真，并没有给出芯片达到热稳态之前的瞬态过程，然而电路在到达

稳态之前的温度变化同样值得关注。

2.3.3 快速的热仿真技术

正如第 2.3.2节中所介绍的内容，为了验证一个新的冷却技术是否能够有效地

将热量转移到芯片外部，从而有效地降低芯片温度，需要使用数值等手段来对芯

片进行仿真分析。通常地，对芯片进行热仿真需要求解热偏导方程，诸如有限差

分法、有限元法及流体动力学等手段能够被用来求解热偏导方程。对于三维芯片

对应热电路，其规模非常大，对其进行的基于数值分析方法的仿真的计算量十分

巨大。为了能够提高热仿真的效率，需要充分发掘热仿真问题在今天的大规模多

核心计算平台上的并行计算潜力。图形处理器平台是如今被研究得最多，使用最

广泛的高性能众核计算平台之一。目前在主流的高端图形处理器，例如NVIDIA

Tesla T10 上的峰值浮点计算能力约为1TFLOPS，而相比之下，主流的中央处理

器，例如i5四核处理器只有80-100GFLOPS的浮点运算能力 [34]。目前，图形处理

器或基于图形处理器的集群能够很容易地达到万亿次计算机别的计算能力，这是

过去只有超级计算机才能够具有的能力。图形处理器为加速计算很多科学或者工

程中的问题提供了良好的平台。目前，图形处理器已经能够很好地支持很多稠密

线性方程问题，例如，NVIDIA CUDA中就带有名为CUBLAS [35] 基本线性代数子

程序(Basic Linear Algebra Subprogram, BLAS)，能够有效地支持稠密线性方程组中

的很多计算。然而，目前为止，图形处理器对稀疏矩阵的求解问题支持得并不是

很好，因为稀疏矩阵具有复杂的数据结构，而图形处理器对数据局部性具有很高

的要求，因此，尽管已经有一些朝着这个方向努力的研究工作了 [36,37]，我们通

常还是认为在现代的高性能图形处理器上支持稀疏矩阵的运算是一件困难的事

情。而科学计算中很多的线性方程组都是稀疏的，例如使用有限差分法进行热仿

真等问题。在 [25]中，一个基于CPU的稀疏LU分解算法被用来求解三维芯片热传

18



第 2章 集成电路电容提取及热分析的研究现状

导模型所对应的线性系统。而由于前面的原因，在GPU平台上进行LU分解的效

率并不理想，而在另一方面，例如广义最小残差法(Generalized Minimum Residual,

GMRES) [23] 等依赖很多矩阵向量乘或者矩阵乘的的迭代的线性方程组求解方法被

认为是比较适合图形处理器计算。当加以可以被并良好行化的预条件方法之后，

对于大问题来说，在图形处理器上，GMRES的速度有可能会远远快于稀疏LU算

法。

2.4 使用GPU加速的相关问题研究现状

GPU平台因为具有强大的计算能力以及高的内存带宽，并且已经被成功商品

化，在大部分的个人电脑上都包含GPU。基于GPU的通用计算已经被成功地运用

在了油气公司，计算金融公司以及类似的寻求降低成本计算的公司和机构之中。

EDA研究中有很多问题具有非常大的计算复杂度，尽管很多近似算法已经被采用

来减少计算量，但是现在的处理器在计算的时候还是会消耗很长时间。最近一

段时间的EDA领域，有一些研究着手于使用GPU来加速EDA中的具有高计算量的

问题，并取得了不错的效果。这些工作包括Verilog模拟、信号完整性与电磁学、

计算光刻以及 SPICE电路模拟等等。例如，在 [38]中首次使用GPU对电容提取算

法进行了加速，该研究的核心贡献是将多个小的不规则的系数矩阵平组合成大

的规则的矩阵，从而优化了GPU的负载平衡，增大了内存带宽，该研究表明，使

用GPU加速后的FMM (Fast Multiple Pole)算法在对单介质中的简单的交叉导线进

行电容提取的时候，其速度是CPU上相同算法的22到30倍。在 [39]的工作中研究

了使用GPU加速的EDA 中常见的不规则的稀疏矩阵，图算法的计算，他们实现

了GPU加速的稀疏矩阵向量乘操作，并使用该GPU加速的稀疏矩阵向量乘操作加

速了用稀疏矩阵表示的广度优先搜索算法，相比起CPU平台，能够获得10倍的加

速比，结果显示了基于GPU的计算在EDA领域中的巨大潜力。在 [40]的工作中，他

们提出将基于Verilog的RTL描述转化为GPU对应代码的算法，通过使用GPU加速

了集成电路设计中的RTL级别的仿真流程，结果显示基于GPU的仿真流程的速度

能够达到商业串行代码的20倍。在 [36,37]的工作中，第一次使用GPU加速了稀疏

矩阵的LU分解过程，他们使用基于Eschedular的数据依赖分析方法，提出了聚类

及管道两种在不同情况下使用的并行策略，使用GPU加速了left-looking的LU分

解算法，他们的算法能够比单核CPU程序快7.90倍，比8核CPU程序快1.49倍。此

外诸如此类的在GPU上开展的求解EDA领域中问题的研究还有很多，这都显示

了GPU平台已经吸引了越来越多的EDA领域的注意力。
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最近也有一些在图形处理器上进行芯片热仿真相关工作，然而这些工作都有

一定的局限性。例如在 [41]中提出了一个多重网格求解器，并将该求解器用到求解

供电网络的直流分析问题之中。在 [42]中提出了一个用多重网格算法做预条件的共

轭梯度求解器，可以用来对电源分布网络做直流分析，该工作相同的研究组同样

使用此多重网格预条件的共轭梯度求解器求解了热仿真问题，在他们的算法中，

使用的对称阻抗网络 [43]，他们的工作能够从使用的网络的对称性中受益，因为对

称网络通常允许一定程度上的优化。然而对于 [25]中提出的使用液态冷却技术的

三维电路，并不能够将其化为对称网络。此外目前同样已经有一些关于在图形处

理器上计算GMRES算法的研究工作，例如在 [44] 中，实现了基于GPU的使用不完

全LU分解作为预条件的GMRES算法，然而，该工作只是将一小部分工作在图形

处理器上做并行，有很多工作任然需要串行地进行。在 [45] 中对图形处理器并行

的GMRES算法进行了更加透彻的研究，但是该工作中使用的稀疏矩阵的数据结

构的效率不高 [46]，而且该工作中并没有指明计算时候的精度设置，使得无法将其

工作与其他人的工作进行比较。最新的关于图形处理器上的GMRES算法的研究

来自 [47]，该工作将图形处理器上的GMRES算法的性能与他们自己实现的在中央

处理器上的GMRES算法的性能做对比，而不是与公开的求解器的性能进行对比，

同样使得其他人无法准确衡量他们的工作的实际效率。
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第 3章 面向互连电容提取的GPU并行算法

本章将介绍使用GPU加速的用于随机行走电容提取算法。本章首先介绍了使

用GPU加速该算法的困难所在，然后提出了一个三阶段的迭代的算法流程来减小

指令流分歧，紧接着介绍了生成额外起始点来优化负载均衡的手段，然后介绍了

用于减小内存访问次数的ICPA数据结构，并在多介质的时候通过提出一种新型采

样策略将ICPA使用到了多介质转移函数之中。本章的最后针对一些不同的电容

结构进行了提取，并根据45nm的工艺生成了一些具有代表性的互连结构，通过

与CPU程序性能的对比证明了我们提出的算法的正确性与效率。

3.1 GPU并行随机行走算法的困难

随机行走算法的不同行走之间是完全独立的，在使用CPU对其做并行化的时

候，能够获得非常好的效果。例如在 [17]中，使用八核CPU的时候，能够将程序加

速7倍以上。然而，当简单地使用GPU对其进行加速的时候，算法的效率往往不

高。主要原因有以下一些：首先，由于随机行走算法的随机性，不同的行走所需

的跳转的次数，即Nhop不一样，这种差异造成了不同线程之间严重的负载不均衡；

其次，随机行走算法中有很多的条件分支语句，这些条件分支的执行取决于运行

时生成的随机数，受限于图形处理器的SIMT并行模式，条件分支语句会严重妨害

并行算法的性能；再次，图形处理器的共享内存的容量太小，使得随机行走算法

中的格林函数表等数据无法装入共享内存，只能转而使用全局内存存储，加上随

机行走算法对内存存取的随机性，使得数据局部性差，程序效率极其低下。本章

的余下部分将分别解决上述问题。

3.2 针对单介质互连结构的技术

本节介绍GPU加速单介质环境中的电容提取随机行走算法的技术。这些技术

不仅可以用在电容提取的随机算法中，也可推广到其他应用中的随机行走算法

在GPU上的加速。

3.2.1 三阶段迭代算法流程

对每个电容值进行提取中都需要进行成千上万次独立的随机行走，因此，一

种最直接的并行策略就是使GPU的每一个线程单独负责一次行走，最后再统计这
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些行走获得的结果并更新电容值。由于GPU的SIMT的并行方式以及最小以warp为

调度单位的策略，这样的思想在GPU上执行的方式是：在程序开始的时候，每

个warp中的所有线程统一开始一个随机行走，等该warp上所有的线程都执行完当

前行走，并将它们行走所得到的结果对电容值进行更新，该warp中所有的线程再

统一开始一组新的随机行走。这样做的一个显而易见的缺点是由于随机算法的不

确定性，不同的线程所负责的行走所需的跳转步数有差异，那么一个warp中所有

的线程都要等待warp中行走行走步数最长的线程结束行走之后，才能一起开始下

一次并行地行走。在实际使用中，短的行走在跳转几步就能够击中导体并停止，

而长的行走有时候需要跳转上百次才能停止，这种行走步长的巨大差异将会造成

大量计算资源的浪费。

随机行走算法也可以用在图形学领域中对场景进行仿真渲染。这里的随机行

走算法中，接收器首先发射出一系列的光线，光线沿着直线运动，当碰到障碍物

将会发生发射，直到最后光线反射回到接收器，记录下光线所碰到的障碍物，一

次随机行走过程结束，最后统计所有光线的结果可得到场景中的障碍物分布信

息。使用GPU并行该随机行走算法有着与并行电容求解算法中的随机行走算法相

同的问题，在 [48]中提出了一种行走重启动算法(Walk Regeneration Algorithm)：当

一个线程结束了一次行走之后，该线程直接重新从发射器生成一条新的光线，开

始一次新的随机行走算法，而不是等待其他的线程结束行走。我们尝试过将该行

走重启动算法移植到对电容提取的随机行走算法之中来，但是实验结果并不理

想。分析原因，是由于在随机行走电容提取算法中，每次一个线程要重新生成一

个新的行走，它所需进行的操作包含：从高斯面上取高斯点r(0)，围绕高斯点r(0)做

转移区域S (0)，从转移区域表面S (0) 上取点r(1)，并计算得到该次行走的权值等一

系列的操作。当一个线程执行这些指令生成一个新的行走的时候，由于SIMT并

行方式的限制，其它所有正在进行行走的线程都需要停下来等待。由于生成新行

走的操作需要花费不菲的时间，因此，行走重启动算法引入了新的指令流分歧，

使得效率并不理想。之所以该方法在图形学中的随机行走算法能够得到成功，一

个原因是生成一条新的光线的操作很少，使得新引入的指令流分歧所占的比重很

小。

为了减少指令流分歧造成的计算资源的浪费，本文使用了算法流程细分的策

略。本文提出将随机行走的过程分成三个子模块，每个子模块所负责的任务如

下：

∙ 开始模块：从高斯面上取高斯点r(0)，围绕高斯点r(0)做转移区域S (0)，从转移

区域表面S (0) 上取点r(1)，并计算得到该次行走的权值。将点r(1)的坐标及该

次行走的权值记录到全局内存之中。
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图 3.1 三种不同的随机行走并行策略在GPU上运行的示意图，从上到下依次为直观并行
策略、行走重启动策略及三阶段策略。注意每个操作在图示中的长度并不代表其实际运

行时间

∙ 跳转模块：读取开始模块所生成并存储在全局内存中的点r(1)的坐标，使用

行走重启动算法并行地进行随机行走接下来的跳转操作，直到点击中导体表

面为止。并将该行走所击中的导体的编号记录到全局内存之中。

∙ 规约模块：读取前两个模块所生成的每个行走的每个行走的权值及所集中的

导体编号，更新当前的电容值及所达到的误差。

通过了将原来完整的随机算法分为三个小模块，每个模块通过全局内存交换数

据，使得每个模块所进行的操作的种类得到了简化，出现指令流分歧的可能性大

大降低，从而提高了效率。例如在开始模块，每个线程执行的指令都完全相同，

这个模块不存在指令分歧；在跳转模块，当一个线程执行完了一次行走并重新

生成一个新的行走的时候，它只需要从全局内存之中读取下一个新点r(1)的坐标，

相比起未处理前的算法，这个时间大大减少了；对于规约模块，目前已经有很多

基于GPU实现的高效的规约算法，例如 [49]中的reduction 算法可以稍加修改就可

以高效地利用在电容求解的随机行走算法中。图 3.1显示了三种不同的并行策略

在GPU上运行时的示意图。

电容求解的随机行走算法的一个重要的优点就是它的精度是可以控制的。然

而在我们上面所提出的算法中，电容的结果和误差值只是在规约模块进行完了才

能够得到，在开始模块，我们并不知道总共需要生成多少个点r(1)。根据随机行走

算法的理论分析可以得出其结果的误差值的平方与行走的步数呈反比例，根据这
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图 3.2 三阶段的迭代求精的算法流程

一关系，本文提出一种迭代的算法流程。假设ncur是目前为止累计进行了的行走

次数，errcur是目前结果的误差值，errgoal是结果的目标误差值，nrem是结果达到目

标误差值的时候还需要进行的行走的步数，有以下公式：

nrem = ncur × (
err2

cur

err2
goal

− 1) (3-1)

本文提出的算法在每次规约模块结束的时候，根据公式 (3-1)计算出剩余所需的行

走步数，然后从开始模块开始，重新进行下一轮迭代增加精度的过程。在实际计

算时，为了使得迭代的次数尽量少，一般可以稍微增大nrem的值，使得所有的行

走一般在两次迭代就能够达到目标精度。

图 3.2显示了使迭代的三阶段的随机行走算法的流程。我们可以观察到在上

述算法之中，各个模块之间的数据交换都是在GPU端进行的，需要拷贝到CPU的

数据仅仅是规约模块的得到的几个浮点数，因此，CPU和GPU之间的数据通信时

间几乎可以忽略。论文相关工作中实现了直观并行策略，行走重启动策略以及本

节提出的三阶段策略，相关的数值试验结果在第 ??节所示。

3.2.2 内存管理及额外开始点

前一节将随机行走算法分成三个模块，不同模块通过GPU的全局内存交换数

据。为了避免模块内部多线程访问数据时候所需要进行的内存加锁等妨害效率的

操作，需要保证每个线程所能访问的内存的地址不一样，即在每个模块开始的
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时候给每一个线程分配独享的内存空间。对于行走模块，假设Walktotal 是内存中

点r(1)的总数目，Numthread是总线程个数，Walkthread是每个线程所分配的需要行走

的步数，由于在开始的时候，我们并不能知道那个线程计算的速度更快，我们只

能为每个线程分配等量的任务，即

Walkthread =
Walktotal

Numthread
(3-2)

在行走模块，由于不同线程速度有差异，当有的线程进行完Walkthread次行走时，

还需要等待其他所有线程执行完才能一起开始规约模块，这造成了一定的计算资

源的浪费。在我们的实验中可以观察得到，在整个算法所消耗的时间中，跳转模

块所花费的时间通常占到了90%以上，为了优化整个程序的计算时间，我们提出

了为每个跳转模块中的线程生成额外点r(1)的算法，使得在跳转模块中，当一个

线程完成了预先分配给它的任务，它可以继续代替慢的线程做一些行走，当所

有的线程完成了原先预定的Walktotal那么多个行走，不同的线程所做的行走个数

有可能不同，但是保证了它们说消耗的时间是相似的。定义一个大于1的冗余系

数rrddt，在开始模块为每个跳转模块中的线程所生成的可用的点r(1)的个数为

Pointthread = rrddt ×
Walktotal

Numthread
(3-3)

三个模块各自的运行时间与rrddt之间的关系如图 3.3所示。可以看出，跳转

模块占据了绝大部分的程序时间，引入rrddt能使得程序计算总时间减少40%左右，

当rrddt的值约为1.5的时候，程序性能达到最佳，此后继续增大rrddt，跳转模块时

间减少不明显，而另外两个模块增加的时间导致总时间增大。在我们的实验中，

我们设置rrddt = 2，这个取值对于绝大部分实验的结果都接近最优。

图 3.3 各模块计算时间与rrddt之间的关系

为随机行走的跳转模块增加额外开始点之后的示意图见图 3.4所示，其

中Array1用来存储开始模块生成的点r(1)的坐标，Array2用来存储跳转模块计算得

到的每次行走所击中的导体的编号。
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图 3.4 增加了而外开始点后的随机行走跳转模块算法示意图，nt表示每个线程已经完成

的行走的数量，nb表示一个线程块已经完成的行走数量总和

3.2.3 使用反向累加概率向量对行走进行加速

随机行走算法将格林函数表预先存在全局内存之中，在每一次跳转的时候，

都需要访问格林函数表得到下一次跳转到达点的坐标。由于格林函数表存储在全

局内存之中，对它的频繁访问将会消耗大量的时间，实验表明，在经过算法细分

模块减少指令分歧之后，对全局内存访问所带来的时间开销已经成为了整个程序

性能的瓶颈。

立方体转移区域的格林函数是一种概率分布函数(Probability Distribution

Function, PDF)，它存储的是从转移区域中心点跳转到转移区域表面离散化的每

个面元的概率。假设转移区域表面总共有N个面元，跳转到每个面元的概率分别

为pi, i = 1, . . . ,N。通常，为了方便使用，我们需要将概率分布函数转化为累计分

布函数(Cumulative Distribution Function, CDF)：

S i =

i∑︁
j=1

p j, i = 1, · · · ,N (3-4)

在得到累积分布函数之后，按照均匀分布生成一个随机数rrand ∈ [0, 1]，在{si}上二

分查找rrand就可以得到所需跳转到的面元的编号。这样，每进行一次跳转，都需

要进行二分查找操作，多次访问全局内存；此外，由于每个线程进行二分查找所

需要的访存次数不一样，根据GPU的SIMT并行模式，整个warp之中所有的线程都

需要等待最慢的一个线程做完二分查找，才能进行接下来的操作，这也同时也造

成了计算资源的浪费。

为了解决二分查找对效率造成的损害，我们引入以一种新的数据结构反向累

积概率向量(Inverse Cumulative Probabilities Array, ICPA)，它的作用是将每个概率
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值与所对应的跳转面元建立一一映射的关系。我们首先定义一个分辨率

定义 3.1： λ = min1≤i≤N {pi}

ICPA是一个含有1/λ个元素的整数数组，它的每个元素值的定义如下

定义 3.2： ti = ⌊pi/λ + 0.5⌋, i = 1, · · · ,N

定义 3.3： ICPA[
∑︀k−1

i=0 ti + 1 :
∑︀k−1

i=0 ti + tk] = k, k = 1, 2, · · · ,N

根据ICPA的定义，当需要按照概率rrand做跳转，ICPA[rrand/λ + 0.5]中存储的就是

所需跳转到的面元的编号。有了ICPA之后，每一次跳转只需要访问一次全局内

存，与二分查找的策略相比大大减少了内存访问的时间。对于一个一般尺度的转

移区域表面离散化，例如表面含有5000个面元，其单介质格林函数的ICPA所需要

的额外存储量约为10MB左右，这个存储量对于今天的GPU是可以承受的。

3.3 针对多介质互连结构的技术

本节针对单介质问题的技术的前提上，针对实际工艺中的多介质环境下的电

容提取遇到的问题及相应的优化技术进行讨论。

3.3.1 多介质问题所面临的挑战

今天的VLSI制造工艺中，导线被分层的，不同介电常数的介质所包围。通常

使用数值方法得到多介质转移区域的格林函数和权值函数 [17]，这样算法就可以跨

越多层介质行走。当使用GPU加速多介质的随机行走算法时，将会面临下面一些

主要的挑战：

1. 在第 3.2.3节中所提出的ICPA数据结构不能对多介质的格林函数使用，因为

多介质有很多格林函数表，都要构造对应ICPA的话将会带来无法承受的内

存需求。因此，当转移区域跨越多层介质的时候，我们必须重新使用效率低

下的二分查找。

2. 多介质问题中的每次行走的跳转步数远大于单介质问题，这将带来更多

的GPU全局内存访问次数。

3.3.2 使用变种采样策略的随机行走算法

为了减少全局内存的访问时间，我们将公式 (2-4)修改如下：

Q j =

∮︁
G j

F(r)g
∮︁

S (1)
ω(r, r(1))

G(1)(r, r(1))
G(0)(r, r(1))

G(0)(r, r(1))φ(r(1))d(r(1))dr (3-5)
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其中G(1)(r, r(1))表示多层介质的格林函数，而G(0)(r, r(1))表示单介质的格林函数。

我们进一步地定义

ω′(r, r(1)) =
G(1)(r, r(1))
G(0)(r, r(1))

(3-6)

将式 (3-6)代入式 (3-5)可得到

Q j =

∮︁
G j

F(r)g
∮︁

S (1)
ω(r, r(1))ω′(r, r(1))G(0)(r, r(1))φ(r(1))d(r(1))dr (3-7)

我们将公式 (3-7)所示的采样策略称为一种变种的随机行走算法，而对应地将公

式 (2-4)所示的算法成为标准随机行走算法。变种的随机行走算法在转移区域跨越

多层介质的时候，使用单介质的格林函数G(0)(r, r(1))进行行走，并将结果乘以一

个权值ω′(r, r(1))。因为只用单介质格林函数被使用，第 3.2.3节所提出的ICPA数据

结构可以被使用来对其进行加速。在变种的采样策略中，多介质格林函数没有被

使用到，而其值与ω′(r, r(1))的值是一一对应的，故可以将ω′(r, r(1))用原来存储多

介质格林函数的空间进行存储，因此变种的随机行走算法没有引入任何而外的内

存开销。

变种随机行走方法的一个缺点是它将是不同行走的结果的变动增大，导致最

后结果达到相同精度时所需要的行走数目变大。然而，由于其可使用ICPA所带来

的加速效果远远超过了它的不足，有关于变动随机行走方法的数值试验结果参见

第 3.8节。

3.3.3 多导线并发提取

对于实际的电容提取问题，在一个版图之中，我们往往需要提取超过一条的

导线上的电容。因为对于同一个结构，格林函数表，权值表和空间管理等数据都

是相同的，原来的针对单条主导体的随机行走算法可以很容易地扩展到处理多条

主导体的问题，而不需要而外加载数据。

在第 3.2.1节中提出的将算法分为三个子模块的策略能够极大程度地降低算

法不同线程之间的指令分歧。本算法主要的时间瓶颈变为全局内存访问的延时。

CUDA可以通过不同warp的切换来掩盖内存访问延时，即，一个流多处理器通

过分时的方式同时负责很多个warp的计算，但在某一个时刻这个流处理器正在

计算的warp中有线程的数据没有准备好，这个流多处理器能够将这个warp切换

成等待状态，而将其它的已经准备好数据的warp加载进来进行计算。当被切换

出去的warp的数据准备好了，例如从全局内存请求的数据返回了，再对其进行

计算 [50]。这种用计算来掩盖指令延时的方法能够发挥效果的前提是提供足够多
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的warp块供流多处理器进行切换，而程序可提供的warp数量与所需要进行的计算

量有关。实验结果显示，当版图之中只有一个主导体的时候，程序并不能提供足

够多的warp数量给流处理器进行切换掩盖内存延时。由于同一个版图时对不同导

体进行提取所需要的数据几乎一样，我们可以在同一时间让GPU对若干条导线同

时进行提取，来提供足够多的计算量来掩盖延时。

当同时提取多条导线电容的时候，每一条单独导体的提取都依照第 3.2.1节所

提出的迭代流程进行计算，在规约模块结束后，每个导线都按照公式 (3-1)计算该

导线所需要的到达收敛精度所剩余的行走步数，然后将计算资源按比例分配来对

每个导线进行计算。关于多导体并发提取加速技术的实验结果见第 ??节所示。

3.4 实验结果和分析

本节以CUDA 4.0实现了GPU版本的电容随机行走算法，作为对比的CPU版本

的算法以C++实现。多层介质的格林函数表及权值表按照论文 [17] 中的方法实现。

所有的实验都在一台拥有2.70GHz主频双核奔腾CPU，6GB内存，以及拥有1.5GB

的全局内存的Nvidia GTX580图形处理器上运行。

3.4.1 对简单结构的提取

在本节中涉及到两个简单的电容结构。第一个是一个在空间中的孤立的立方

体，如图 3.5(a)所示。不同于空间中的孤立球体，没有解析的手段可以用来得到

孤立立方体的电容值。之前有一些工作使用数值手段来获得孤立立方体的电容值，

如 [51–54] 等工作。使用随机行走算法计算孤立立方体电容值的时候，需要设定一

个电容值为0volt的边界，这样的近似往往会造成计算出来的电容值略微偏大，在

本节的实验中，设置电容为0的边界离立方体的距离是立方体边长的1000倍，这

样使结果的误差足够小。随机行走算法的终止条件设置为1 − σ误差小于0.1%，这

意味着结果落在真值的0.3%误差范围内的置信度为99.7%。表 3.1中显示了使用随

机行走算法获得的结果，表 3.1中同时也给出了使用 [51–54]中提出的算法得到的结

果。可以看到，尽管随机行走算法的结果相比起 [52–54]中的结果来说略微偏大，但

是都在可以接受的范围内，而且这种偏差是由于边界的设置引起的。

为了验证本文所提出的的在GPU平台上并行随机行走算法的效率，表 3.2给

出了在CPU和GPU上的随机行走算法的运行时间对比。结果显示了CPU与GPU上

的算法结果吻合，并且尽管在GPU上的随机行走算法的行走步数会多于CPU上的

随机行走算法，但是其能够带来达到63倍左右。
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表 3.1 使用不同方法计算得到的空间孤立立方体的电容值，电容值单位为4πε

使用方法 电容结果

Mascagni-Simonov, Random walk on the boundary [53] 0.6606780 ± 2.7 × 10−7

Hwang-Mascagni-Won, Random walk on the boundary [54] 0.66067813 ± 1.01 × 10−7

Bontzios-Dimopoulos-Hatzopoulos, Evolutionary method [51] [0.6738, 0.6820]
Lazic-Stefancic-Abraham, The Robin Hood method [52] 0.66067786 ± 8 × 10−8

随机行走算法(CPU) 0.6619 ± 0.0020

表 3.2 使用CPU与GPU上的随机行走算法计算得到的空间孤立立方体的电容值及它们的
运行时间对比，电容值单位为4πε

使用方法 行走步数 电容结果 运行时间 加速比

CPU上的随机行走算法 1.44 × 107 0.6619 ± 0.0020 78.1 –
GPU上的随机行走算法 2.47 × 107 0.6627 ± 0.0020 1.24 62.8

本节的第二个电容结构是平行板电容结构，其电容值有解析计算公式。平板

的大小是1000µm×1000µm，平板的距离为10µm，如图 3.5(b)所示。两个平行板之

间的耦合电容值以及图中点A、B处的沿着Z轴方向的电场强度将被计算，A、B点

的坐标分别为(500, 500, 5)与(500, 500, 8)。在表 3.3中给出了电容值与A、B点处的

电场强度值。可以看出随机行走算法的结果与解析得到的结果十分相近，随机行

走算法得到的电容值为8.854 × 10−13F，比解析值大3%左右，这是由于设置的边界

的原因。

表 3.3 使用随机行走算法及解析公式计算得到的平行板电容结构的数值结果

方法 电容结果(10−13F) A处的电场强度(105V/m) B处的电场强度(105V/m)

解析公式 8.854 1 1
随机行走 9.12 × 10−2 1.000 ± 0.003 1.000 ± 0.003

使用CPU及GPU上的随机行走算法分别使用的行走步数及消耗的时间在

表 3.4中给出。可以看出，在使用了GPU平台进行加速之后，对平板电容值得计算

速度能够达到12倍以上，而对电场强度的计算速度能最高可到到36倍以上。

3.4.2 对复杂结构的提取结果

在本节将考虑对两个实际复杂结构进行电容提取的过程。第一个结构是

一个从实际VLSI版图中截取出来的一部分，如图 3.6所示，图中的金属导线分

布在五个布线层上，图中画出了包围着主导体的高斯面，需要提取的是主导

体与其他所有环境导体的耦合电容。另一个结构是一个微电子机械系统(Micro-

electromechanical Systems, MEMS)，其被广泛应用在微加速传感器，硬盘驱动器
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(a) 空间中孤
立立方体示

意图

(b) 平行板电容结构的示意图，A点与B点处的电势
将会被计算

图 3.5 空间中孤立立方体及平行板电容的结构示意图

表 3.4 使用CPU及GPU上的随机行走算法计算平行板电容值及电场强度的运行时间对比

方法 行走步数 时间(s) 加速比

耦合电容 CPU随机行走 1.86 × 106 2.38 –
GPU随机行走 7.65 × 106 0.189 12.6

A点场强 CPU随机行走 7.07 × 105 0.67 –
GPU随机行走 1.72 × 106 0.038 17.6

B点场强 CPU随机行走 5.83 × 106 7.39 –
GPU随机行走 9.04 × 106 0.201 36.8

等设备中，如图 3.7所示，图中的MEMS有着两个由很多复杂矩形结构组成的电

极，提取的为两个电极之间的耦合电容。

表 3.5中对比了使用随机行走及基于边界元方法的QBEM求解器提取电容的

结果，QBEM电容求解器 [24]使用虚拟多介质(Quasi-Multiple Medium, QMM)方法

加速，其对VLSI互联结构的电容提取的速度速度可达到快速多级(Fast Multi-pole

Method)方法的10倍。从表 3.5中可以看出，使用随机行走算法与边界元算法获

得的电容值结果的差异在2%以内。同时可以看出，基于GPU的随机行走算法

比CPU上的随机行走算法快100倍左右，比在CPU上的QBEM 快200倍以上。相

图 3.6 一个从实际VLSI版图中截取结构示意图，其中包含5个不同的金属布线层，主导
体用高斯面包围
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图 3.7 一个MEMS的结构示意图，其包含两个由多个矩形结构组成的复杂电极(图中长
度单位为微米)

同CPU上的随机行走算法比边界元算法快一个数量级，证明了对较大结构的随机

行走算法的良好的扩展性。

表 3.5 对两个复杂结构的电容提取的结果

Case
FRW FRW (CPU) FRW (GPU) QBEM
Cap. #walk Time(s) #walk Time(s) Sp.1 Sp.2 #panel Cap. Time(s)

VLSI 8.01 289K 1.20 545K 0.054 22.2 694 35,335 7.93 37.5
MEMS 371 248K 0.74 504K 0.023 32.2 287 14,382 366 6.6

Sp1：相对CPU上的随机行走算法的加速比
Sp2：相对CPU上的QBEM程序的加速比

3.4.3 对45nm工艺下的互连结构进行电容提取

本节实验的测试用例基于45nm工艺，该工艺的具体参数等细节来自于 [55]，

我们所生成的例子的的布线位于工艺的最下面三个导线层，与之相关的一些工艺

细节如图 3.8所示。
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图 3.8 一个45nm工艺横截面示意图，其中左侧标注代表介质层编号，右侧标注代表金

属层编号。Layer2, Layer4, Layer6, Layer8为薄层，介电常数为5.0，其余介质层介电常数
为2.6；Metal1,Metal2,Metal3层线宽70nm，线高140nm，布线间距70nm
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基于图 3.8所示工艺构造了一些VLSI电路中常见的具有代表性的互连结构，

这些例子具体如下：

样样样例例例一一一 4x4交叉线结构，Metal1与Metal2布线层分别有4条走向垂直的导线。

样样样例例例二二二 6x6交叉线结构，Metal1与Metal2布线层分别有6条走向垂直的导线。

样样样例例例三三三 6x6x6交叉线结构，Metal1，Metal2与Metal3布线层分别有6条走向垂直的

导线。

样样样例例例四四四 41导线结构，主导体位于Metal2层，水平方向两侧各有一条平行的环境

导体，Metal1,Metal3层被一些随机生成的环境导体包围。

其中样例三和样例四的立体视图见图 3.9所示。

(a)样例三 (b)样例四

图 3.9 样例三与样例四的立体视图，其中的红色矩形表示需要提取的主导体，而灰色矩

形则表示环境导体

为了比较不同的并行策略对算法效率带来的影响，下面一部分内容实现并比

较了了直观并行策略，行走重启动策略以及第 3.2.1节提出的三阶段策略的效率。

为了避免第 3.3节中所提出的针对多介质的技术对算法性能的影响，我们首先测

试了一些在单介质下的样例，与多介质的例子相比，所做的改动仅是简单地将介

质层移除。

表 3.6 GPU上三种不同并行策略的效率比较(106次行走；时间单位为ms；电容值单位

为10−18F)

Case
CPU程序 直观并行策略 行走重启动策略 三阶段策略

电容 时间 时间 时间 电容 时间 Sp.1 Sp.2

样例1 39.9 3520 286 607 40.1 47 74 6.1
样例2 59.3 4285 299 710 59.3 49 87 6.1
样例3 113 5347 322 895 113 59 91 5.5
样例4 133 7910 369 1288 129 63 129 5.9

Sp1：相对CPU程序的加速比
Sp2：相对直观并行策略的加速比
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由表 3.6可以看出， [48]中提出的行走重启动算法对于电容提取的随机行走算

法并不适用，使用了行走重启动方法的程序反而比未优化的程序速度更慢。这是

因为重新启动一个新行走需要进行非常多的操作，而这些操作将会在算法中引入

指令分歧，使得效率受到影响。在第 3.2.1节提出的三阶段算法则能大大提高算法

效率，其相对于未做优化的GPU算法有着6倍左右的加速，而相对CPU上的程序

则能达到74倍以上的加速。

在这下面的内容中，我们将展示在第 3.3.2节中针对多介质问题所提出的

变动采样策略的效果。所有测试样例的收敛精度设置为与主流商业软件相同，

即0.5%的1 − σ误差，其意味着结果有的误差小于1.5%的概率是99.7%。计算结果

被列在表 3.7中。 从表 3.7可以看出，使用了我们提出的新的采样策略之后，基

表 3.7 对于多介质问题的基于CPU和GPU的算法的计算结果(收敛标准为0.5%的1 − σ误
差；电容的单位为10−18F；时间的单位为s)

Case
CPU程序 标准GPU算法 使用变动采样策略的GPU算法

步数 电容 时间 步数 电容 时间 步数 电容 时间 Sp.1 Sp.2

样例1 606K 117 25.9 1088K 117 1.21 1800K 119 0.49 53 2.5
样例2 507K 176 12.5 1015K 174 0.69 1613 177 0.31 40 2.2
样例3 483K 334 10.5 909K 336 1.16 1614K 334 0.39 35 3.0
样例4 405K 353 7.84 590K 352 0.89 609K 355 0.36 22 2.5

Sp1：相对CPU程序的加速比
Sp2：使用变动采样策略的算法相对于未使用变动采样策略的算法的加速比

于GPU的随机行走算法能够比之前快3倍以上，并比CPU上相同的算法快22倍以

上。这是因为我们提出的新的采样策略使得ICPA可以被使用，使得全局内存访问

开销和指令流分歧被大大减少。表 3.7同时验证了变动采样策略的结果的正确性，

并且可以看出，变动采样的电容达到收敛所需的行走步数要略多于未使用之前，

这都与我们之前的理论分析相符合。

下面一部分内容将验证使用了第 3.3.3节之中所提出的的对同一个版图多条

导线并发提取来增大可供GPU调度的warp数量的方法的可行性。我们生成了一个

类似于图 3.9中的样例三的三层互连结构，不同的是每一层的平行导体数量增大

到140条。我们从M2层中选出若干条导体做并发提取。

从表 3.8的结果可以看出，使用CPU顺序地对多条导线的电容做提取的时候，

所需时间随着所需提取的导线的数目线性增加，而GPU的时间随着导体数目增加

的速度则明显要慢很多。这种性质尤其适合于实际的大规模问题中当有成千上万

条导线的电容都需要提取的时候。
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表 3.8 多条导线并发提取时对效率的影响(每条导体上电容值收敛标准为0.5%的1 − σ误
差)

并发提取的 CPU串行程序 GPU多导线
导线数目 的时间 并发提取时间 加速比

32 304 10.1 30.1
64 610 11.6 52.6
128 1246 21.0 59.3

3.5 本章小结

本章介绍了使用GPU加速电容提取的随机行走算法的技术，这些技术从减小

指令流分歧，优化线程负载均衡，减小内存访问次数，增大并发线程数量等方面

着手对算法进行优化。文章的最后通过实验来测试这些技术的效果，大量的实

验数据首先验证了这些技术的正确性，与CPU上的随机行走的运行时间的对比显

示GPU能够给电容提取的随机行走算法带来平均超过20倍的加速比，并且对于计

算量更大的问题，能够达到更高的加速比。
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第 4章 面向三维芯片热仿真的GPU并行算法

在本章中，首先介绍了为包含液态冷却管道的三维堆叠式芯片进行准确热建

模以及热瞬态仿真的方法，随后介绍了在GPU平台上的并行GMRES算法，针对

其提出了面向GPU加速的预条件技术。在最后的数值试验部分，给出了一个用于

本实验研究的含液态冷却管道的三维堆叠式芯片的几何与材料信息，并使用前面

介绍的GPU平台上的带预条件的GMRES算法对其进行了瞬态热仿真研究。

4.1 背景介绍

为了对一个含微流导热管道的三维芯片进行热建模，首先对其进行离散化。

离散化后的三维芯片将包含三种单位元：固态单位元，液态单位元以及位于固液

态单位元之间的管道壁单位元，如图 4.1所示，三种单位元有着不同的热流公式。

对于非位于导热管道壁上的固态单位元，其热传导方程为

d
dt

∫︁
R
ρû dx = −

∫︁
S

(−k∇T ) · ~n dS +

∫︁
R

q̇ dR (4-1)

其中R是控制体积，S是其表面，~n是表面的外法向量，ρ是材料密度，û是比内能，

k是材料导热系数，T是温度，q̇是控制体积R内的发热功率。对公式 (4-1)使用高斯

定理，并根据 du = cp dT这一关系，热传导方程可以写成

ρcp
∂T
∂t

= k∇2T + q̇ (4-2)

其中cp是材料比热。使用有限差分法对式 (4-2)进行离散化，并假设微流管道的方

向是沿着x轴方向，可以得到

ρcp
dT
dt

=
kxx

∆x2 (Ti+1, j,k − 2Ti, j,k + Ti−1, j,k) +
kyy

∆y2 (Ti, j+1,k − 2Ti, j,k + Ti, j−1,k)

+
kzz

∆z2 (Ti, j,k+1 − 2Ti, j,k + Ti, j,k−1) + g(~v, t) (4-3)

其中Ti, j,k是在离散网格(i, j, k)上的温度，kxx，kyy和kzz分别是沿着x，y，z方向的热

导系数，g(~v, t)是体积∆v = ∆x∆y∆z内产生的热量。

对于位于微流管道内部的流体单位元，其热传导公式为

d
dt

∫︁
R
ρû dx = −

∫︁
S

(ρĥ)~u · ~n dS −
∫︁

S
(−k∇T ) · ~n dS +

∫︁
R

q̇ dR (4-4)
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Cell of channel sidewall

Other solid cell

Cell in liquid coolant

Z (k)

X (i)

Y (j)

图 4.1 含微流管道的三维芯片离散后的分成的三种单位元示意图

其中ĥ是对流系数，~u流体流动的速度，其余变量定义同式 (4-1)，并注意其与

式 (4-1)的区别。对公式 (4-4)使用高斯定理可以得到

ρcp
∂T
∂t

= −ρcp~u · ∇T + k∇2T + q̇ (4-5)

使用有限差分法对其进行离散化可以得到

ρcp
dT
dt

=
kxx

∆x2 (Ti+1, j,k − 2Ti, j,k + Ti−1, j,k) +
kyy

∆y2 (Ti, j+1,k − 2Ti, j,k + Ti, j−1,k)

+
kzz

∆z2 (Ti, j,k+1 − 2Ti, j,k + Ti, j,k−1) + uxx
ρcp

2∆x
(Ti+1, j,k − Ti−1, j,k) + g(~v, t) (4-6)

其中uxx是沿着x轴方向的流体流速，其余变量定义同公式 (4-3)，并注意与固体热

传导公式相比，多出了对流导热项

uxx
ρcp

2∆x
(Ti+1, j,k − Ti−1, j,k) (4-7)

其可以看成是一个温控热源(类比于电路中的压控电流源)，由于对流导热项的引

入，导致了式 (2-19)中的热导矩阵G不对称。

对于位于管道壁上的单位元，定义一个其与管道中流体热交换的等效热传导

系数hside，则其余管道中流体的热导为gside = hside × S，其中S 为管道壁与管道中

流体的接触面积。

我们在这里强调我们工作与前人的不同，在 [41,43]等工作中使用一个很大的

等效的热导系数来等效热流的导热效果，即用一项热导来等效uxx
ρcp

2∆x (Ti+1, j,k −

Ti−1, j,k)这一项，因此，在他们的工作中，只使用到了热导原件，因此生成的式 2-

19热导矩阵G是对称的，因此他们的工作可以用一系列的优化手段来进行加速。

然而，他们的工作时不精确的，因为在实际使用中流体的流动速度是实时可变的，

目前没有理论能够得到流体速度与等效热导系数的对应关系。

37



第 4章 面向三维芯片热仿真的GPU并行算法

对每一个单位元选择合适的热传导方程，可以将含有液态冷却管道的三

维堆叠芯片的热电容建立成通用的偏微分方程组形式，如式 (2-19) 所示，其中

的G,C, B矩阵及U向量都只与电路的构成有关，是可以得到的。在本论文中关注

的内容是三维电路的热瞬态效应，即对一个三维电路，给其一个初始的温度分布，

仿真观察该电路的温度在达到稳定之前的变化过程。瞬态分析要求的是温度T随

时间变化的函数。假设对问题进行瞬态分析的时候所考虑的步长固定，设为h，使

用一阶向后差分代替微分，即

dT(tk)
dt

=
T(tk) − T(tk−1)

h
(4-8)

将差分代替微分公式带入式 (2-19)，可得

GT(t) + C
T(tk) − T(tk−1)

h
= BU(t) (4-9)

调整方程中各项元素的位置，有(︀
G +

C
h
)︀
· T(tk) = BU(tk) +

C
h
· T(tk−1) (4-10)

因为步长h是固定的，则矩阵
(︀
G + C

h
)︀
在瞬态仿真的每一步都是固定的，定义

(︀
G +

C
h
)︀
, A (4-11)

将式 (4-11)带入式 (4-10)可有

A · T(tk) = BU(tk) +
C
h
· T(tk−1) (4-12)

在进行热瞬态仿真的时候，首先定义电路的初始温度分布T(0)，每一步仿真通过

当前温度T(k − 1)与式 (4-12)可得到下一个温度T(k)。每一步仿真的工作相当于求

解一个线性方程组A。

通常认为，若方程组固定，而右端项变化，对线性方程组进行多次求解时，

最佳选择应为直接解法。以LU解法为例的直接解法的主要时间开销在对线性方

程组A进行LU分解上，而LU分解完成之后，只需进行简单的三角矩阵的前代和

回代即可求解。对于右端项变化的问题，耗时的LU分解只需要进行一次，这个

时间可以被之后的每次求解的时间所分摊。相比之下，如果用迭代解法来计算仅

右端项变化的问题，每次计算都需要进行一个完整的迭代算法。因此通常认为直

接解法对仅右端项变化的问题效率优于迭代解法。然而，对三维电路进行热瞬

态分析的问题具有其特殊性，因为芯片上的温度在开始工作之后会向稳态发展，

当仿真进行到一定步数之后，每次的T(k − 1)与T(k)的差别很小，因此在计算温

度T(k)的时候，可以用T(k − 1)来作为迭代的初值。由于初值与解差别很小，因此
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迭代解法通常能够在很短的步数内达到收敛，效率很高。此外，使用有限差分法

对含液态冷却管道进行热建模所生成的线性方程组是大规模，不对称，高度稀疏

的，迭代解法对其求解的效率应该优于直接解法。综合上述考虑，本章的接下来

工作中将介绍使用GPU平台并行的GMRES算法来对其进行瞬态热仿真。

广义最小剩余法(Generalized Minimum Residual, GMRES)通常用来求解大规

模稀疏线性方程组Ax = b。算法 2显示的是一个带有左预条件的基于Krylov子空间

构造法的GMRES算法 [56]，其使用投影法生成Kryloy子空间的基向量 [23,56]。通过

观察可以发现，在算法 2中含有很多适合在GPU上计算的操作，例如，矩阵向量

乘操作，向量求和及向量求二阶范数等操作。在本文所涉及的例子中，矩阵向量

乘操作能够占据约50%的用于构造Krylov子空间的总时间 [57]。而在GPU平台上并

行的矩阵向量乘操作在CUSP [58]中有着高效实现。本文中使用的并行的GMRES算

法如图 4.2所示 [57]。CPU与GPU之间的数据传输速度很慢，因此在程序设计的时

候应该尽可能地减少CPU与GPU之间的数据交换 [34]。在图 4.2所示的算法中，在

开始的时候将所有数据从CPU 端拷贝到GPU 端，这个步骤是不可避免的。在

每次Arnoldi迭代结束之后，都会将上Hessenberg矩阵中的一列拷贝到CPU端。这

样做的原因是每次迭代都要将Hessenberg矩阵三角化，而矩阵三角化的过程具

有很强的数据依赖性，很难将其并行化，因此在CPU端的执行效率更高。但由

于Hessenberg矩阵的维度最多为(m + 1) × m，其中m为程序重启动值，该值相比起

矩阵的维度来说是一个十分小的值，CPU与GPU之间的数据交换时间可以忽略。

如图 4.2所示，在每次Arnoldi过程结束之后，会生成上Hessenberg矩阵的一个列

向量~h，调用CUDA的API将其从GPU端的内存拷贝到CPU端，然后在CPU端通过

一系列的Givens旋转将上Hessenberg矩阵H̃三角化，并判断当前残差是否已经满

足收敛要求。除了Hessenberg矩阵之外，所有的矩阵，向量操作都可以在GPU端

完成，因此，在图 4.2所示的算法中，算法十分高效。通过大量的实验数据显示，

在图 4.2所显示的GPU上的GMRES算法中，只有0.1%的时间花在了CPU与GPU之

间的数据传输上。

4.2 面向GPU加速的预条件技术

在使用如GMRES等迭代方法求解线性方程组的时候，一个重要的方面是构

造预条件。迭代解法的预条件被使用来加速迭代的收敛速度。一个良好的预条

件有可能使迭代算法的收敛速度大大加快。本节介绍的是在GPU平台上构造针

对GMRES解法的预条件的方法。对于一个非奇异线性方程组Ax = b，其中A为

大规模稀疏非奇异矩阵。对于迭代方法，收敛速度依赖于矩阵A的谱特征，因此，
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Algorithm 2带有左预条件的GMRES算法
Require: A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, x0 ∈ R

n (initial guess), M ∈ Rn×n (preconditioner), m

(restart)

Ensure: x ∈ Rn: Ax ≃ b

1: r0 ←M(b − Ax0)

2: β← ‖r0‖2, w← r0/β

3: for j = 1 to m do

4: w = MAv j

5: for i = 1 to j do

6: hi, j ← wT
i v j

7: w← w − hi, jvi

8: end for

9: h j+1, j ← ‖w‖2, v j+1 ← w/h j+1, j

10: end for

11: Vm ← [v1, . . . , vm], H̃m ← {hi, j}1≤i≤ j+1, 1≤ j≤m

12: ym ← argminy‖βe1 − H̃my‖2, xm ← x0 + Vmym

13: if tolerance satisfied then

14: Return

15: else

16: x0 ← xm and go to Line 1

17: end if

一个很自然的想法就是将线性方程组转换成具有相同解但是具有更好谱特征的等

效情形。预条件矩阵就是可以完成上述转换的矩阵。

目前的绝大部分的预条件可以被分为显式的预条件和隐式预条件两类 [59]。通

常地，隐式预条件在每一次迭代的过程中需要求解一个线性方程组，对于隐式

预条件，我们选择一个非奇异矩阵M，使得M ≈ A，并且应满足对M的线性方

程组求解的过程比对A的线性方程组求解过程要简单。对于显式预条件，需要给

出A矩阵的近似逆矩阵，在每一次迭代的过程之中，需要计算矩阵向量乘。

隐式预条件方法作为曾今的主流算法，已经被研究了很长时间，并且被成功

地应用在很多问题之中。然而，在最近一段时间里，更多的研究注意力被转移到

了对显示预条件方法的研究 [60]。有几个原因导致了这种研究注意力的转移，首

先，隐式预条件法要求在每一次迭代的时候求解一次线性方程组，很多时候对线

性方程组的求解过程是串行的，很难被并行化，尽管有很多复杂的并行策略被采
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图 4.2 在GPU上并行的GMRES算法的流程图

用了，其并行度依然不高 [45]；其次，在构造隐式预条件的过程中有可能会造成中

断，即使使用选主元策略，有的时候这种中断还是无法避免 [61,62]。随着并行计算

架构的发展，隐式预条件方法中的三角矩阵求解过程已经成为了效率的瓶颈。而

相比之下，显式预条件方法的预条件操作仅为求解矩阵向量乘，很容易被并行化，

非常适合现在的并行计算机架构。因此尽管一般来说，显式预条件的收敛速度要

比隐式预条件收敛速度慢，但是因为其并行程度高，反而更适合今天的计算机。

最普通的被广泛被使用的隐式预条件是基于不完全LU 分解(Incomplete LU,

ILU)的。对于ILU预条件，定义预条件矩阵M = L̃Ũ，其中L̃与Ũ分别近似A矩阵

的完全LU分解的因子L与U。使用ILU预条件法需要在每一步迭代的时候使用前代

和回代方法求解上、下三角阵各一次，由于前代和回代过程的数据依赖性，很难

被并行化，这个过程是并行算法的瓶颈所在。对于ILU类型的预条件来说，L̃与Ũ

矩阵的非零填入元越多，L̃Ũ对矩阵A的近似程度增加，使得迭代达到收敛的速

度加快；然而，对三角矩阵L̃与Ũ 求解的并行化一般依赖于层次调度的方法，非

零填入元的增加，会使得不同列之间的依赖性增加，进而减少并行度，严重降低

运行效率。对于在GPU上并行的算法来说，很多时候，增加非零填入元带来的迭

代收敛速度的增加反倒比不上其负面效果 [45]。因此，在本文的实验中，采取的

是ILU类型预条件中的填入元最少的ILU0预条件方法，即在L与U矩阵的非零元

的分布位置与A矩阵对应的上下三角部分完全一致。使用ILU0预条件的另外一个

好处是，因为其非零元的位置分布已知，我们可以用这些位置信息来指导对A矩
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阵的并行的不完全分解 [36]；并且其稀疏矩阵的存储结构已知，省去了在计算时动

态分配空间的时间开销。

4.2.1 隐式预条件

本节介绍在GPU上并行地构造ILU预条件的过程。ILU预条件的构造算法

基于稀疏矩阵的不完全LU分解。不完全LU 分解的方法包含right-looking与left-

looking两种，由于left-looking 更容易被并行化，在本论文工作中考虑的是left-

looking的算法。串行的left-looking的ILU0算法如算法 3所示。其核心操作为向

量乘和向量求和操作。 在工作 [37]的工作中给出了关于left-looking的完全LU分

Algorithm 3串行的Left-looking的ILU0分解算法
1: L = I

2: for k = 1, · · · , n do

3: //求解线性方程组 Lx = b, b = A(:, k)是矩阵A的第 k列

4: x = b;

5: for j = 1 : k − 1其中 U( j, k) , 0 do

6: //向量乘加操作

7: for s = j + 1 : n其中 U(s, k) , 0 do

8: x(s) = x(s) − L(s, j) · x( j);

9: end for

10: end for

11: U(1 : k, k) = x(1 : k);

12: L(k : n, k) = x(k : n)/U(k, k);

13: end for

解的并行方法，该方法可以稍加改动用于对ILU0分解算法的并行化中。定义

表S (V, LV)，其中V = 1, 2, . . . , n，对应于表S中的节点，

LV = level(k)|1 ≤ k ≤ n (4-13)

其中level(k)对应于每个节点的层次。每个节点的层次可以根据矩阵A的上三角部

分U的非零元分布位置得到，其的定义如下：

定义 4.1： level(k) = max(−1, level( j1), level( j2), . . .) + 1，其中 j1是上三角部分U中

的第k列中非零元素的行坐标

根据定义 4.1可以得到矩阵A中每一列的level值，具有相同level值的列之间没

有数据依赖关系，可以并行地计算。例如对图 4.3而言，其左侧是上三角阵U中的
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图 4.3 一个10 × 10的矩阵中各列层次计算示意图，左侧表示矩阵上三角部分的非零元分
布，右侧的箭头表示列之间的依赖关系，在相同层次的列可以并行地求解，例如层次0中
的第1,2,3,5列等

非零元分布，右侧是根据定义 4.1得到的各列所在的层次，在相同层次的列可以

并行地求解，例如层次0中的第1,2,3,5列，层次1中的4,6,7,8列等。

在通过ILU0分解得到矩阵的不完全L,U分量之后，可以开始GMRES算法的迭

代计算。使用ILU0预条件方法的预条件操作位在算法 3的步骤(4)解两次三角矩阵

的线性方程组LUv = w。如果三角矩阵L或U矩阵是稠密矩阵，不同的列之间是

互相依赖的，亦即各列之间的求解需要按照一定的顺序进行，不能够进行并行

化。然而，对于实际的计算中，因为我们使用了非零元填入最少的ILU0预条件方

法，最大程度地保证了矩阵L和U的稀疏性，这使得各列(行)之间的计算具有一定

的并行度。类似对矩阵进行不完全LU分解，亦可以通过为每一行(列)定义层次的

方法来将三角矩阵求解的过程并行化。以L矩阵为例，为每一个列设置一个层次

值level，其定义为

定义 4.2： level(i) = 1 + max j{level( j)}, for all j such that Li j , 0

根据层次值得定义，可以通过一个循环简单地得到每一列所在的层次。在求解三

角矩阵的时候，位于相同层的列可以并行地计算，而位于不同层的列则互相具有

依赖性，算法 4显示的是一个基于将同层的列并行的计算的算法 [45]。

4.2.2 显式预条件

基于近似逆的预条件(Approximate Inverse-based Preconditioners, AINV)是一类

显式预条件方法，其直接生成A矩阵的近似逆矩阵M, M ≈ A−1。在对迭代线性方

程组做预条件的时候，例如算法 2中的第四步，其操作为矩阵向量乘，其很容易

被并行化。本文相关工作中研究的是在文章 [62]中提出的基于A-双共轭的近似逆

预条件方法。该算法计算两组A-双共轭的向量{zi}
n
i=1及{wi}

n
i=1，即当且仅当i , j时
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Algorithm 4基于层次划分的并行的三角矩阵求解算法
1: for lev = 1, . . . , nlev do

2: j1 = level(lev)

3: j2 = level(lev + 1) − 1

4: for k = j1, . . . , j2 do

5: i = q(k)

6: for j = ial(i), . . . , ial(i + 1) − 1 do

7: x(i)← x(i) − al( j) × x
(︀
jal( j)

)︀
8: end for

9: end for

10: end for

有wT
i Az j = 0。给定一个非奇异的矩阵A ∈ R，计算A的逆与计算两组A-共轭的向

量{zi}
n
i=1及{wi}

n
i=1有着密切的关系。令

Z = [z1, z2, . . . , zn] (4-14)

其中zi为Z矩阵的第i列，令

W = [w1,w2, . . . ,wn] (4-15)

其中wi为W矩阵的第i列。由zi与wi的双共轭性有

WT AZ = D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
p1 0 . . . 0

0 p2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . pn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(4-16)

其中pi = wT
i Azi , 0，很容易得出W及Z非奇异并且有

A−1 = Z D−1WT =

n∑︁
i=1

ziwT
i

pi
(4-17)

因此，如果两组A-共轭的向量Z及W已知，那么A的逆矩阵也是可以得到的。注意

矩阵Z及W的选取并不是唯一的，有无穷多种满足式 (4-17)的取值。可以通过对

任意两个非奇异的初始矩阵W(0), Z(0) ∈ Rn×n的列向量做双共轭操作，得到列向量

是A-双共轭的矩阵Z及W。为了方便起见，选择初始矩阵W(0) = Z(0) = In×n，并对

矩阵的列向量进行双共轭操作。令aT
i 代表矩阵A的第i个列向量，bT

i 代表矩阵A的

第i个行向量，则使用双共轭过程求Z及W的算法描述如算法 5所示 [62]。
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其中Z与W是两个单位上三角矩阵，D 是一个对角阵。Z和W分别近似矩

阵A的LDU分解A = LDU中的U−1 与L−1 部分。它们可以用双共轭的方法直接得

到 [62]。定义Ml = WT 与Mr = Z D−1，预条件操作的过程既为对Ml与Mr分别进行

矩阵向量乘的过程，这个过程非常容易被并行化。在本论文的相关工作中，我们

首先使用CPU计算得到预条件矩阵M，然后将其传输到GPU，在GPU上并行地做

带预条件的GMRES算法。基于A-共轭方法构造AINV的预条件的算法如算法 5所

示 [60]。

Algorithm 5基于A-共轭方法构造AINV的预条件的算法
Ensure: Matrix A

Require: Matrices of W, Z and D

1: W ← I, i.e., wi ← ei

2: Z ← I, i.e., zi ← ei

3: for i = 1, 2, . . . , n do

4: for j = i, . . . , n do

5: d j =< ai, z j >

6: q j =< bi,w j >

7: end for

8: for j = i + 1, . . . , n do

9: z j = z j −
d j

di
zi

10: w j = w j −
q j

qi
wi

11: Drop value in zi and wi if need

12: end for

13: end for

由于算法 4具有比较大的数据依赖性，对其并行化具有一定的难度，因

此在本论文的相关工作中并没有将其做并行化，而是在CPU上串行地求出矩

阵Z, D,W。然后定义V , D−1WT，这样

A−1 = Z D−1WT = ZV (4-18)

在每次迭代中的预条件操作中只需要分别计算两次关于Z与V的矩阵向量乘，这

个操作只有O(n2)的复杂度，并且很容易并行化，在本论文的相关工作中，使

用CUSPARSE [63]中定义的矩阵向量乘的实现。
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图 4.4 本节实验所采用的带液体冷却管道的三维堆叠式芯片示意图，其中BL表示两个
器件层之间的隔离层，TIM表示散热槽与器件层之间的界面层 [57]

表 4.1 本节所使用带液体冷却管道的三维堆叠式芯片的几何及材料信息

Layers Geometry (mm) Material

Die 8 × 8 × 1 Silicon
TIM 8 × 8 × 0.25 Indium
BL 8 × 8 × 0.25 Silicon Nitride

Heat spreader 8 × 8 × 0.5 Copper
Heat sink base 8 × 8 × 0.5 Aluminum
Heat sink fin 8 × 8 × 3 Aluminum

4.3 实验结果与分析

我们使用NVIDIA CUDA实现了在GPU上并行的带预条件的GMRES算法，其

硬件平台是Tesla C2070，其包含448个频率为1.15GHz的计算核心，拥有5GB 全

局内存。作为比较的CPU平台为一台拥有四核Xeon E5620处理器的机器，处理

器频率为2.00GHz，机器拥有20GB 的内存。在实验中我们比较了CPU平台的串

行GMRES算法，GPU平台的并行GMRES算法，以及作为第三方的SuperLU MT程

序的效率。SuperLU MT是一个公开的基于LU分解的并行线性方程求解器，它常

作为新方法效率的参考标准 [25]。在运行时，CPU上的SuperLU MT程序使用四个

核心并行计算，而CPU上的GMRES算法使用一个计算核心串行地运行。GMRES

算法设置重启动阈值为60，迭代收敛条件为相对残差小于10−6。

4.3.1 三维堆叠芯片测试用例

不失一般性地，在本章的实验中采用的模型是一个两层的三维堆叠式芯片，

如图 4.4所示。其包含有2个器件层，在其顶部拥有一个散热槽。在每一个器件层

中都有微型液体冷却管道，在表 4.1中给出了该模型的具体几何及材料信息。
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图 4.5 测试用例therm5的矩阵非零元分布图

4.3.2 矩阵求解结果的对比

为了比较图形处理器上带预条件的GMRES线性方程组解法的效率，根据

图 4.4所示的电路模型生成了5个测试样例，其名称分别为therm1 至therm5，其

中测试样例therm5的矩阵非零元分布图如图 4.5所示，可以看出因为其是一个大

规模的高度稀疏的矩阵。同时为了方便其他研究人员与我们的求解器进行效率

上的对比，本节分别从佛罗里达大学(University of Florida, UFL)的矩阵集(Matrix

Collection) [64]挑选了2个例子，从3D-ICE [25] 的测试例子中挑选了4个例子进行测

试。这些例子的大小及非零元的密度各不相同，具有普遍的代表意义。关于这些

测试用例的具体信息在表 4.2中列出。

在GPU平台上的带预条件的线性方程组求解器的效率也在表 4.2给出。作为

比较，这些例子用下面的一些方法求解：

∙ CPU上的4核并行直接LU解法，即对矩阵进行完全LU分解得到L和U矩阵，

然后分别求解两个三角矩阵，该解法使用SuperLU MT的实现。

∙ 在CPU上串行的GMRES方法，包含无预条件，对角预条件，ILU0预条件

及A-共轭的AINV预条件。

∙ 在GPU上并行的GMRES方法，包含无预条件，对角预条件，ILU0预条件

及A-共轭的AINV预条件。

从表 4.2的数据可以看出，相比起不用预条件或者使用简单的对角预条件

来说，使用ILU0即AINV预条件之后能够显著提高求解器的性能，使得求解器能

够在合理的时间内对所有矩阵进行求解。同时可以观察到，对于小例子来说，

GMRES算法并不能比直接LU解法速度快，这是由于迭代算法和图形处理器的特

性决定的，迭代算法的时间复杂度的常数系数比较大，图形处理器需要比较大的

数据量来掩盖数据访问延迟，因此对小测试数据来说其效率会受到影响。然而，
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表 4.2 使用不同方法求解Ax = b的效率对比，SuperLU使用四个CPU核心并行计算。对
于部分例子，当没有预条件或者使用对角预条件的时候求解器不能够在一个合理的时间

内运行完成，故其时间未在表格中列出。GMRES迭代重启动值为m = 60，迭代收敛条件
为残差小于10−6。所有时间单位为秒(sec)。

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

矩阵 矩阵 非零元 非零元 SuperLU GMRES speedup
名称 维度 数目 比例 fact. sol. precond CPU GPU C5

C7+C9
C5
C9

G2 150,102 438,388 1.94e−5 0.8 0.03

NON 0 8.9 2.2 0.4× 0.4×
DIAG 0.003 0.3 0.04 19× 20×
ILU0 0.7 0.03 0.06 1× 13×
AINV 4.1 0.4 0.1 0.2× 8×

G3 1,585,478 4,623,152 1.83e−6 30.7 1.9

NON 0 211 16.5 2× 2×
DIAG 0.02 7.0 .024 697×1023×
ILU0 7.5 0.8 0.14 4× 219×
AINV 42 8.4 0.68 0.7× 45×

mc2rm 20,000 109,000 2.72e−4 0.33 0.01
ILU0 0.14 0.11 0.15 1.2× 2×
AINV 0.18 0.14 0.15 1× 2×

mc4rm 50,250 329,140 1.30e−4 1.63 0.05
ILU0 0.3 0.5 0.4 2× 4×
AINV 5.0 0.5 0.2 0.3× 8×

pf2rm 20,000 104,100 2.60e−4 0.3 0.009
ILU0 0.12 0.10 0.13 1× 2×
AINV 1.8 0.13 0.12 .2× 3×

solid 10,000 44,600 4.46e−4 0.03 0.002

NON 0 0.17 0.35 0.1× 0.1×
DIAG 0.001 0.08 0.15 0.2× 0.2×
ILU0 0.06 0.05 0.12 0.2× 0.2×
AINV 0.5 0.06 0.11 .05× 0.3×

therm1 57,344 390,144 1.18e−4 16.0 0.15
ILU0 0.36 1.17 0.73 15× 22×
AINV 3.02 1.18 0.63 4× 25×

therm2 114,688 783,872 5.96e−5 78.4 0.42
ILU0 0.72 3.88 1.56 35× 50×
AINV 5.28 5.51 1.59 11× 49×

therm3 147,456 1,004,032 4.61e−5 99.6 0.52
ILU0 0.9 5.42 1.82 37× 55×
AINV 6.5 6.3 2.0 12× 50×

therm4 172,032 1,174,528 3.97e−5 177.2 0.7
ILU0 1.1 3.37 1.29 74× 137×
AINV 7.4 10.4 2.51 18× 70×

therm5 262,144 1,795,840 2.61e−5 554.1 1.45
ILU0 1.62 8.53 2.12 148× 261×
AINV 11.9 17.0 3.34 36× 165×
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表 4.3 对于本节的带液态冷却技术的三维堆叠式芯片的热瞬态仿真的结果，其

中SuperLU使用4个CPU核心进行LU 分解，第二列的SuperLU的时间包含LU分解及三
角矩阵的求解时间。GMRES迭代重启动值为m = 60，迭代收敛条件为残差小于10−6。所

有时间的单位为秒(sec)。

1 2 3 4 5 6

circuit superLU GMRES Speedup
name fact.+sol. precond CPU GPU (C2/C5)

therm1 254.1
ILU0 55.5 34.3 7×
AINV 100.2 45.8 6×

therm2 829.8
ILU0 154.3 69.5 12×
AINV 274.2 76.0 11×

therm3 1081.7
ILU0 203.6 75.9 14×
AINV 357.2 87.4 12×

therm4 1561.8
ILU0 93.4 39.6 40×
AINV 804.4 209.2 8×

therm5 3463.1
ILU0 154.6 54.9 63×
AINV 1374.7 227.3 15×

当测试数据量增大之后，GMRES算法的效率开始远远领先于直接的LU解法。

4.3.3 三维芯片热瞬态分析结果

在这部分的内容中将测试对带液态冷却技术的堆叠式三维芯片的热瞬态仿

真。由于在表 4.2的数据中可以观察到，对于这些例子的不含预条件及使用对

角预条件的GMRES算法并不收敛，故本节之中的实验只对比直接LU解法以及

使用ILU0预条件和AINV预条件的GMRES之间的效率。注意到在瞬态仿真之中，

LU分解以及预条件都只需要进行一次，这是因为A , G + C/h，而瞬态仿真的步

长h恒定，故A矩阵在仿真的每一步都是一样的。关于瞬态仿真的结果在表 4.3中

给出，表中的计算时间包含除了矩阵输入之外的所有时间。

为了证明所有计算结果的正确性，图 4.6给出了不同解法对测试样例therm5的

瞬态分析中同一个点的温度变化曲线。图 4.6中不同计算方法得到的结果高度吻

合，验证了我们实现的各种算法的正确性。

从表 4.3可以看出，GMRES算法对热瞬态分析的计算效率非常高。通常认为

在做瞬态分析的时候基于矩阵分解的直接解法的效率会更高一些，因为直接解法

的主要时间开销是矩阵分解，在得到矩阵的分解结果之后所需要进行的三角矩阵

求解只需要进行简单的前代/回代操作，时间复杂度仅为O(n2)，而矩阵分解的过

程对于瞬态仿真来说只需要进行一次，矩阵分解的时间开销可以被后面的多步瞬
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图 4.6 不同解法对对测试样例therm5的瞬态分析中同一个点的温度变化曲线，其中实
线是SuperLU的结果，短划线是CPU上的GMRES算法的结果，点划线是GPU上的GMRES
算法的结果。

态仿真所分摊，故其效率高。然而另一方面，对于使用迭代解法的瞬态仿真来说，

我们可以使用上一次的结果xk−1来作为下一次迭代的初值，因为温度总是朝着稳

态发展，故随着仿真的进行，xk−1 与xk 之间的差别越来越小，故迭代收敛之前所

需要的迭代步数也将变得越来越小，有时候只需要几步迭代就可以收敛，故基于

迭代的解法在热瞬态分析中同样十分高效。从表中也可以看出，即使是单线程

的GMRES算法的效率也要高于串行的LU解法的效率。

对于ILU0及AINV两种预条件来说，ILU0的效率任然还是要高于AINV预条件

的效率，这也是为什么隐式的预条件方法在过去很长的一段时间中一直是研究

和应用的主流的原因。然而，在GPU上AINV预条件能够获得的加速比要比ILU0

的加速比更大，例如对于therm5而言，GPU上的ILU0预条件GMRES算法相对

于CPU而言能够获得约为3倍的加速比，而GPU上的AINV预条件的GMRES算法

先对CPU而言能够获得约6倍的加速比。这是因为AINV预条件更符合多核计算体

系的并行特性，是像AINV这样的显式预条件方法在多核计算机迅速发展的今天

吸引越来越多研究关注的原因。也许随着将来计算机的并行度进一步的提高之后，

更并行友好的AINV预条件能够超过ILU0预条件，成为将来超级计算机中使用的

主流方法。
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4.4 本章小结

本章首先对含有液态冷却管道的三维堆叠式芯片进行准确的热建模，相对于

前人的工作，我们没有使用以牺牲精度为代价的近似手段，从而更加精确。文章

随后对热建模所生成的大规模稀疏不对称线性方程组使用GMRES方法进行求解。

本章给出了在GPU平台上并行的GMRES算法的算法，并介绍了在GPU平台上对

其进行预条件的ILU0和基于A-共轭的AINV方法。在数值实验部分，首先使用不

同的线性方程组求解器对一些公开的以及本论文工作中生成的线性方程组进行求

解，结果显示针对不同的问题，GPU上的GMRES算法性能有着很大差异，对于本

论文工作中生成的线性方程组，GPU上的GMRES算法体现出良好的性能，当线性

方程组规模较大的时候，加速比能够达到100倍以上。在本节的最后，使用在不同

平台上的不同的线性方程求解器对一个两层的含液态冷却微管道的模型进行瞬态

热仿真，实验结果表明在GPU上的GMRES算法相比起CPU上的SuperLU求解器

在针对大规模的瞬态仿真时能够到达63倍的加速比。
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第 5章 总结与展望

5.1 总结

未来的处理器架构发展的一个趋势是传统中央处理器与图形处理器的整合。

因此，研究适合于CPU-GPU异构平台的算法显得尤其重要。本文针对EDA领域中

重要的但是又是极其耗费时间的电容提取和热分析问题在GPU平台上的并行化展

开了研究，主要做了以下两个方面的工作：

∙ 提出了适合在图形处理器上运行并行随机行走电容提取算法。随机行走算法

因其内存消耗少，对大问题复杂度低，精度可控等已经逐渐成为目前电容提

取领域中的主流算法，然而随机行走算法的特性使得其不适合在图形处理器

上运行：从算法流程上来说，随机行走算法中每个线程所需要执行的动作是

随机的，只有在运行的时候才能知道具体动作，使得不同的线程之间具有严

重的指令分歧，由于图形处理器的单指令多数据流的特点，这些分歧的指令

需要被串行地执行，导致效率严重降低；从内存访问来说，随机行走中每个

线程在跳转的时候需要从格林函数表中查找相应的跳转概率来决定所应该

跳转到的下一个位置，格林函数表的大小决定了其不可能存储在GPU的片上

共享内存之中，只能存储在片下的延时非常大的全局内存之中，并且由于每

个线程访问的数据的位置是随机的，往往导致数据的空间局部性非常差，进

一步降低了内存访问速度。为了减小指令分歧带来的效率的降低本文将整个

随即行走算法流程分为三个更小的阶段，每个阶段执行相对简单，分歧较小

的指令，使得每个阶段的指令分歧能够降到最小；并在三阶段算法的基础

上，又提出了根据误差估计剩余步数的迭代的算法流程，可以在达到所需精

度的时候所做的行走步数尽可能地少；此外，本文涉及的算法为每个线程分

配独立存储空间，使得算法没有昂贵的指令同步的操作；算法为每个线程分

配了额外的数据空间，可以使得速度快的线程做更多的运算，最终所有线程

在相近的时间停下来，使得并发线程数能够最大化。为了减小内存访问延时

对算法效率的影响，本文提出了ICPA数据结构，通过ICPA能够大大降低内

存访问次数，并消除了二分查找带来的指令流分歧及频繁内存访问，对于多

介质的问题，无法直接使用ICPA的情况下，本文提出了一种变种的采样策

略，以进行更多次行走的代价换来了ICPA在多介质问题上的应用，实验结

果证明这种步数的牺牲能够换来更高的效率。在电容提取实际应用中的同一
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版图多条线网需要提取的情形，本文提出并行地进行多条线网的提取工作的

策略，使得计算量得以增加，能够更好地掩盖内存访问的时间，在原来算法

的基础上获得额外的加速。

∙ 使用图形处理器对带有液态冷却管道的堆叠式三维芯片进行了热瞬态仿真。

三维芯片是未来最有可能的延续计算机效率按照摩尔定律发展的技术，然而

三维芯片的散热问题成为瓶颈，植入液态冷却管道是一种能够有效给芯片内

部降温的手段。然而在对含有液体的芯片做热建模的时候，其方程组将会变

得不再对称，传统的一些加速手段不能够使用；此外，之前的工作一般都针

对电路温度稳态进行分析，而忽略了分析电路在达到热稳态之前的温度变

化过程。本文从流体导热原理出发，使用有线差分法对带液态冷却管道的

三维芯片进行了热瞬态的分析。为了加快计算速度，本文使用在图形显示

器上的GMRES来求解所生成的线性方程组，在每次迭代的时候，将上一步

的温度作为初值开始迭代，使得迭代过程在很短的步数下就能收敛，因此，

GMRES算法能够比直接LU解法快数倍。此外在图形处理器上的带有预条件

的GMRES算法能够进一步加速计算速度，以基于A-共轭的AINV预条件为代

表的显式预条件方法的计算速度虽然仍然比以不完全LU为代表的隐式预条

件方法的速度要慢，但是其展示了在多核平台上的良好的加速潜力，随着未

来并行多核计算架构的发展，很有可能成为将来的主流。

5.2 展望

在本论文的工作基础之上，还有一些地方可以加以改进。

∙ 首先，之前提出的随机行走算法虽然能够穿越两层介质，但是当遇到薄层的

时候，跳转次数会增加，效率也因此降低。我们开始尝试使用新的格林函数

建模法，使得转移区域能够穿越任意多层介质，这样，行走能够以更少的跳

转得到计算结果，每个线程的跳转步数的差异也将减少，性能能够提高。这

方面的工作上，我们已经能够计算得到穿越任意多层介质的格林函数，下面

的工作就是在计算的时候使用这些新的格林函数进行跳转。

∙ 其次，本文的第四章给出了在GPU上的带有预条件的GMRES算法，这个算

法能使用到其他很多的EDA问题之中，例如可以用来对边界元算法所生成的

边界积分方程进行加速。

∙ 最后，未来计算机架构将会向着分布式存储，异构计算的方向发展，在不同

计算节点之间的通信也将变得格外重要，在今后的工作中可以尝试构建多块

图形处理器的集群，希望能够进一步获得更高的加速，并研究算法在分布式
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集群上部署时可能出现的问题，为今后的相关工作打下基础。
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